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HOOFDSTUK  1. 

§   1.  INLEIDING, 

De  groote  uitbreiding^  die  de  verzekering  op  het  leven 
in  haren  uitgebreidsten  zin  sedert  het  begin  dezer  eeuw 
ondergaan  heeft,  door  het  groote  aantal  maatschappijen  voor 
levensverzekering,  die  sedert  dien  tijd  zijn  ontstaan  en  nog 
steeds  vermeerderen,  maakt  het  noodzakelijk,  dat  er  goede 
sterftetafels  bestaan,  niet  alleen  voor  een  geheel  rijk  of  pro- 
vincie, maar  ook  voor  bepaalde  klassen  van  personen,  om- 
dat aan  deze  tafels  moet  ontleend  worden  de  kans,  die  een 
bepaald  persoon  voor  zich  heeft  om  een  zeker  aantal  jaren 
te  kunnen  leven.  Zijn  deze  afgeleide  sterftekansen  te  klein 
of  te  groot,  dan  worden  naar  die  mate  de  premiën  voor  de 
eene  of  andere  soort  van  verzekeringen  te  laag  of  te  hoog, 
hetgeen  óf  tot  groote  winsten  óf  tot  groote  verliezen  óf 
zelfs  tot  den  ondergang  der  maatschappij  kan  aanleiding  geven. 

Deze  sterftewaarschijnlijkheden  nu  worden  berekend  uit 
de  gegevens  eener  sterftetafel,   waarin  aangegeven  wordt, 

')  Terwijl  in  Duitschland  in  1827  de  eerste  levensverzekerings- 
maatschappij werd  opg-ericlit,  bestonden  er  in  1880  in  Duitscliland, 
Duitsch-Oostenrijk  en  een  deel  van  Zwitserland  reeds  50,  waarbij 
gezamenlijk  824813  personen  tot  een  bedrag  van  2,661,697,537  Mark 
verzekerd  waren. 
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hoeveel  personen  op  iederen  leeftijd  van  een  l)epaald  firUital 
levend  geborenen  overblijven. 

Al  schijnt  het  samenstellen  van  zulk  een.  sterf tet  af  el  zeer 
eenvondig,  toch  is  het  moeielijk  dit  met  de  vereischte  nauw- 
keurigheid te  doen.  Indien  het  n.  1.  mogelijk  ware,  om  b.v. 
10.000  pas  geboren  kinderen  gedurende  hun  geheele  leven 
na  te  gaan,  door  het  aantal  uit  deze  op  iederen  leeftijd 
overledenen  op  te  teekenen,  dan  zou  men  wel,  doch  eerst 
na  ongeveer  100  jaren,  in  de  gelegenheid  komen,  gegevens 
voor  eene  sterftetafel  te  verkrijgen;  de  langdurigheid  echter 
der  waarnemingen,  de  onmogelijkheid  om  alle  personen  op 
de  aangegevene  wijze  in  het  oog  te  houden  en  nog  vele 
andere  bezwaren  meer,  zijn  oorzaken,  dat  langs  dezen  weg 
geene  goede  resultaten  te  verkrijgen  zijn.  Trouwens,  zelfs 
in  de  onderstelling  van  de  mogelijkheid  der  genoemde  be- 
zwaren, komen  er  nog  vele  storende  invloeden,  zooals  het 
klimaat,  de  jaren  van  buitengewone  sterfte  door  epidemieën 
enz.,  die  zeer  beduidend  op  de  sterfte  hunnen  invloed  uit- 
oefenen. Geen  wonder  dus,  dat  men  reeds  vroeger  en  steeds 
getracht  heeft  meer  vertrouwbare  uitkomsten  langs  andere 
wegen  te  vinden  en  methoden  uit  te  denken,  die  een  zoo 
na  mogelijk  getrouw  beeld  der  afsterving  geven. 

Het  doel  van  dit  proefschrift  is  om  de  verschillende 
methoden  te  bespreken,  die  in  den  loop  der  tijden  zijn  ont- 
staan, met  de  verbeteringen,  die  langzamerhand  en  vooral 
in  den  laatsten  tijd  daaraan  zijn  aangebracht.  Dat  hierbij 
de  combinatie  der  waarnemingen  eene  groote  rol  speelt,  be- 
hoeft wel  geen  betoog,  daar  de  uit  de  waarnemingen  afge- 
leide sterftekansen  vele   onregelmatigheden  voor  de  opvol- 
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geilde  leeftijden  vertooiieii^  die  te  veel  vaii  een  goed  gecon- 
stateerd regelmatig  beloop  afwijken.  Trouwens  de  sterftekans 
uit  waarnemingen  afgeleid,  kan  niet  anders  dan  eene  waar- 
scliijnlijklieid  a  posteriori  zijn,  en  onvermijdelijk  komen  hier 
fouten  te  voorscliijn.  In  de  laatste  jaren  nu  is  veel  vooruit- 
gang te  bespeuren,  sedert  de  oorzaken  van  enkele  dier  fouten 
zijn  aan  't  liclit  gekomen  en  men  er  daardoor  op  bedacht  is 
geworden  meer  en  meer  de  bronnen  dier  fouten  te  elimineren, 
en  aldus  waarnemingen  te  verkrijgen,  die  in  de  gegeven  om- 
standigheden zoo  goed  mogelijk  aan  de  beste  eischen  voldoen. 

Het  ligt  niet  in  ons  plan  alle  methoden  met  hunne  wijzi- 
gingen en  verbeteringen  van  het  begin  van  hun  ontstaan  af 
uitvoerig  te  bespreken;  reeds  door  andere  meer  bevoegde 
schrijvers  is  daarover  hier  en  daar  zóó  uitvoerig  gehandeld 
en  zóó  veelzijdig  besproken,  dat  het  eene  vergeefsche  moeite 
zou  zijn,  daar  iets  meer  bij  te  voegen.  Om  echter  eene  gelei- 
delijke aansluiting  van  die  vroegere  pogingen  te  geven,  zul- 
len we  trachten  zoo  kort  mogelijk  een  overzicht  te  geven 
van  de  middelen,  die  tot  vóór  ongeveer  20  a  30  jaren  ge- 
bruikt werden  om  sterftetafels  te  construeeren,  daarbij  ge- 
bruik makende  van  de  bekende  werken  van  Moser,  Fischer 
en  anderen. 

Het  materiaal  voor  de  samenstelling  van  sterftetafels  kan 
tweeërlei  zijn,  al  naar  gelang  men  het  oog  heeft  op  eene 
algemeene  of  eene  bijzondere  sterftetafel ;  voor  de  eerste  heeft 
men  ter  beschikking  de  sterfteregisters  voor  de  geheele  be- 
volking en  verder  de  volkstellingen,  terwijl  de  laatste 
betrekking  heeft  op  bepaalde  klassen  van  personen,  waar- 
van de  opgaven  worden  verstrekt  door  maatschappijen  van 
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levensverzekering,  pensioenfondsen,  spoor wegniaêitschappij  en, 
ziekenfondsen,  enz.  Uit  dit  verschillend  materiaal  bepaalt 
men  de  sterftekansen  op  lederen  leeftijd,  door  middel  waar- 
van gevonden  kan  worden  hoeveel  personen  uit  een  bepaald 
aantal  levendgeborenen  op  eiken  leeftijd  overblijven.  Betee- 
kent  namelijk  Lx  een  aantal  levenden,  x-jaar  oud  en  Wx  de 
kans,  dat  een  x-jarige  aan  het  einde  van  zijn  (x  +  l)-ste 
jaar  nog  leeft,  dan  heeft  men,  nemende  bv. 

Lo  =  10.000, 

Li  =  Lo.  Wo. 

L,  =  Lo.  Wo.Wi=L,.  Wi 

La  =  W  W, 

Lm  +  1  =  Lm.  Wm. 
Hoewel  men  zich  nu  zoowel  bij  de  algemeene  als  bij  de 
bijzondere  sterftetafels  ten  doel  stelt  de  bovengenoemde  waar- 
de der  sterftekansen  te  vinden,  zoo  is  toch  de  wijze,  waa.rop 
de  beschikbare  waarnemingen  verwerkt  worden,  nog  vrij 
wat  onderling  afwijkend;  zoo  heeft  men  bij  de  ééne  reke- 
ning te  houden  met  de  fouten  in  de  opgaven  der  volkstelling, 
verder  met  de  landverhuizingen ;  bij  de  andere  met  de  in- 
en  uittredenden,  redenen  waarom  afzonderlijk  behandeld  zal 
worden  het  opmaken  van  sterftetafels 

A.  uit  statistieke  gegevens  (algemeene  sterftetafels); 
en  B.  uit  de  gegevens  van  maatschappijen  voor  levensver- 
zekering enz.  (meer  speciaal  de  bijzondere  sterftetafels). 
De  eerste  algemeene  sterftetafel  dagteekent  van  1693  en 
is  door  Halley  gegeven ;  de  eerste  bijzondere  tafel  is  afkomstig 
van  Kersseboom  (1723). 


§  2.  Over  de  Constructie  van  Sterftetafels. 


A.    Uit  statistieke  gegevens. 

De  eerste  statistieke  gegevens  omtrent  het  aantal  dooden 
naar  den  ouderdom  werden  geleverd  door  de  registers  van 
groote  kloosters  in  de  eerste  helft  der  middeneeuwen,  later 
door  enkele  kerspelregisters,  waarvan  de  eerste  in  1526  in 
Engeland  bekend  werden,  die  echter  wegens  de  onbekendheid 
met  het  aantal  levenden,  waaruit  die  dooden  voortsproten, 
zeer  onvolledig  en  zonder  waarde  voor  de  basis  eener  goede 
sterftetafel  waren.  Zelfs  de  onderzoekingen  omtrent  de  be- 
volking van  Londen,  door  Sir  William  Petty  in  1662  ge- 
publiceerd, hadden  niet  die  belangrijkheid,  waarop  de  opgaven 
van  Dr.  Gaspar  Neuman  in  Breslau  konden  aanspraak  maken. 
De  laatste  gegevens  vormden  een  materiaal,  dat  spoedig  door 
den  beroemden  Halley  tot  een  sterftetafel  zou  verwerkt  wor- 
den, welke  de  eerste  is  geweest,  die  volgens  een  bepaalde 
methode  werd  geconstrueerd. 

De  waarnemingen  van  Dr.  Neumann  strekten  zich  uit 
over  5809  sterfgevallen  in  Breslau,  gedurende  de  5  jaren 
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1687 — 1691;  hieruit  wist  Halley,  door  gebruikmaking  van 
verschillende  hypothesen,  zonder  de  kennis  der  levenden, 
waaruit  die  dooden  voortkwamen,  een  volledige  sterftetafel  te 
verkrijgen.  De  noodzakelijke  onderstellingen,  die  bij  het  toepas- 
sen van  de  methode  van  Halley  gemaakt  zijn,  blijken  bij  nauw- 
keurig onderzoek  niet  gewettigd ;  deze  zijn  :  Ie  het  aantal  dooden 
is  gedurende  eenige  jaren  even  groot  geweest  als  het  aantal  der 
geboorten ;  2e  het  aantal  geboorten  is  jaarlijks  gedurende  een 
menschenleeftijd  onveranderd  gebleven;  3e  niemand  heeft  in 
dien  tijd  de  stad  of  streek,  waarvan  men  de  doodenlijsten  heeft 
opgemaakt,  verlaten  en  ook  is  niemand  zich  daar  komen  vesti- 
gen. Hierbij  dient  echter  niet  uit  ^t  oog  verloren  te  worden,  dat 
de  opgaven  omtrent  de  stad  Breslau  met  haar  betrekkelijk  ge- 
ring aantal  inwoners  nagenoeg  aan  de  eischen  eener  stationnaire 
bevolking  voldeden;  zoo  was  b.v.  het  aantal  geboorten  in 
5  jaren  6193,  tegen  5869  dooden,  ten  naastenbij  aan  elkander 
gelijk.  In  de  gegeven  omstandigheden  kon  Halley  dus  niet 
anders  handelen;  daarentegen  is  het  te  verwonderen,  dat 
vele  navolgers  van  zijne  methode,  zelfs  bij  de  aanwezigheid 
van  beter  materiaal,  toch  alleen  van  de  opgaven  omtrent  de 
dooden  hebben  gebruik  gemaakt. 

De  onhoudbaarheid  dezer  hypothesen  is  door  anderen  reeds 
genoegzaam  aangetoond;  de  resultaten  wijken  dan  ook  te 
veel  af  van  die,  welke  uit  andere  betere  gegevens  verkregen 
zijn.  Om  een  overzicht  van  verschillende  sterftetafels  te 
verkrijgen,  hebben  wij  eene  graphische  voorstelling  ge- 
maakt van  verschillende  sterftewaarschijnlijkheden,  afgeleid 
uit  verschillende  sterftetafels,  en  tot  grondslag  van  ver- 
gelijking genomen,   die  voor  mannen,  voorkomende  in  het 
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Rapport  aan  den  Koning,  nopens  liet  verleenen  van  pensioe- 
nen enz.  1879,  Bijlage  II;  de  laatste  is  zeker  wel  volgens 
de  beste  methode  berekend.  In  Plaat  I  A  vindt  men  eene  tee- 
kening  dier  krommen,  waar  op  de  as  OX  de  leeftijd  als  abscis  af- 
gezet en  tot  ordinaat  de  sterftekans  genomen  is ;  elke  2  mM. 
van  een  ordinaat  geven  0,001  van  de  sterftekans.  Uit  het 
beloop  van  beide  krommen  H  (Halley)  en  R  (Rapport)  blijkt 
vooral  het  groote  verschil  in  de  waarden  der  sterftekansen; 
bij  die  van  Halley  vinden  we  alle  sterftekansen  grooter, 
waarnit  vooreerst  de  verandering  der  sterftekansen  sedert  de 
laatste  twee  eeuwen  te  constateeren  is ;  maar  behalve  dat,  is 
door  Fischer  langs  theoretischen  weg  aangetoond,  dat  de 
handelwijze  van  Halley  altijd  de  sterftekansen  grooter  geeft. 

Onderstel  daartoe,  dat  het  aantal  geboorten  G  van  het 
kalenderjaar  k,  benevens  van  de  m  voorgaande  jaren  bekend 

is,  en  laat  deze  laatsten  resp.  zijn  ■  .  .        dan  zullen 

Pi    P2  Pm 

de  coëfficiënten  p  voor  een  land  met  een  j  aarlij  ksch  toe- 
nemende bevolking  steeds  grooter  dan  één  zijn. 

Zijn  nu  ook  gegeven  het  aantal  overledenen  to,  ti  .  .  .  tm 
uit  het  kalenderjaar  k,  dan  zou  het  aantal  levenden  op 
x-jarigen  leeftijd  volgens  Halley  bedragen 

Lx  =  tx   +   tx  4-  1    +  +   tni  (1) 

Om  nu  het  juiste  aantal  levenden  te  bepalen,  noemen  we 
t'i,  t'2  .  .  .  t'm  de  aantallen  dooden  in  de  jaren  (k  +  1), 
(k  4-  2)  .  .  .  .  (k  +  m),  afkomstig  uit  de  G  geborenen  uit 
het  kalenderjaar  k,  dan  kan  men,  als  de  f  s  eenigzins  groote 
getallen  voorstellen,  de  betrekking  opschrijven: 
(G  :  pO  :  G  =  tl  :  t'i 
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waaruit  t\  =  t, 

of  algemeen         t'a  =  pa  ta    (2) 

Daar  nu  de  verschillende  waarden  van  t'  de  afsterving 
der  G  geborenen  voorstellen,  vindt  men  in  verband  met  (2) 
voor  liet  juiste  aantal  levenden  op  eiken  leeftijd 
L'o  =  Gr 

L  j  =  G   —  to  ==  L  O  —  to 

Jj  2  =  Li  —  tl  =  Lo  —  to  —  Pl  tl 

L  a  =  L  O  —  to  —  Pl  tl  —  p2  t2  •  •  •  —  Pa  ta 
en  wanneer  m  de  hoogst  voorkomende  leeftijd  is 

Lm  =  t  m  =  Pm  tm 
of  omgekeerd 

L  m  =  Pm  tm  , 

L  m  -  1  =  L  m  +  pni  -  i  tm  -  j  =  pm  tm  "1"  pm  -i  tm  -i  / '  *  (3) 


L  a  =  Pm  tm  +  pm  -  i  tm  -  i  +    +  Pd  ta 

De  juiste  waarde  w'a  der  sterftekans  wordt  dus 

h  a 

terwijl  volgens  Halley 

ta 

Wa  =  j~, 

waaruit  dus 

w-a  =  Wa.P^,i^^=w.,.     Pa(tm  +  W   .  +  ...+ta) 
La  pmtm  +  pm-itni-i  +  --+pata 

Daar  nu  eene  toenemende  bevolking  ondersteld  wordt, 

worden    de    coëfficiënten  p   steeds  grooter  en  dus  zeker 

Pm  >  pm-i  en  ook  :>  pa,  waaruit  volgt  dat  de  teller  van 

de  breuk  in  (4)  kleiner  is  dan  de  noemer  en  dus  noodzakelijk 

Wa,  >  w'a. 
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De  sterftekans  volgens  Halley  is  dus  te  groot.  Die  sterf- 
tetafels^  van  Simpson^  Süssmilcli,  de  Nortliampton-tafel  enz. 
die  liet  resultaat  waren  van  bovengenoemde  constructie^  zoo- 
wel als  die  van  Halley  zelf,  hebben  daarom  ook  volstrekt 
geen  waarde. 

Ter  wille  der  volledigheid  zij  bier  nog  melding  gemaakt  van 
de  volgende  pogingen  om  de  Halley^scbe  metbode  te  verbe- 
teren. 

lo.  Gebbard  boudt  rekening  met  bet  werkelijk  aantal  ge- 
borenen van  het  jaar,  waarvan  de  sterfteregisters  gebruikt 
worden,  verkrijgt  daardoor  voor  de  kolom  der  levenden 
andere  waarden  dan  volgens  de  rekenwijze  van  Halley, 
maar  corrigeert  ten  slotte  alleen  de  waarde  van  wo. 

2^.  Heuschling  vermenigvuldigt  het  aantal  dooden  op  eiken 
leeftijd  (behalve  to)  met  een  factor,  zoodat  hun  som 
juist  gelijk  wordt  aan  het  werkelijk  aantal  geboorten; 
ook  hier  ondergaat  alleen  wo  eene  verbetering. 

S^.  Gruillard  verdeelt  het  verschil  tusschen  de  jaarlijks  ge- 
borenen en  het  aantal  dooden  over  de  gestorvenen  zelf, 
in  reden  van  hun  aantal  en  hun  ouderdom ;  ook  hierbij 
wordt  van  geheel  verkeerde  onderstellingen  uitgegaan. 

Langzamerhand  begon  men  ook  voor  groote  steden  tabellen 
in  te  richten,  waarin  jaarlijks  het  aantal  geboorten  benevens  het 
aantal  dooden  op  iederen  leeftijd  zoo  nauwkeurig  mogelijk 
werden  opgeteekend ;  volkstellingen  over  een  geheel  rijk 
werden  na  bepaalde  evengroote  perioden  gehouden;  men 
trachtte  verband  te  brengen  tusschen  de  opgaven  uit  die 
jaarlijksche  registers  en  de  volkstellingen,   zoodat  op  die 
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wijze  een  goed  materiaal  ontstond,  dat  in  Zweden  in  de 
vorige  eeuw  reeds  volgens  de  getuigenis  van  P.  War- 
gentin  i)  een  groote  mate  van  nauwkeurigheid  schijnt  be- 
zeten te  hebben:  „So  ordentlich  als  das  Tabellenwerk  in 
//Schweden  eingerichtet  ist,  hat  man  noch  keines  in  irgend 
//einem  andern  ganzen  Reiche,  wenigstens  nicht  so  voll- 
,/Standig,  was  die  Anzahle,  das  Geschlecht  und  das  Alter 
//der  Lebenden  betrifFt/^ 

Van  dien  tijd  af  kan  men  zeggen,  dat  eene  methode  ont- 
staan is,  die  langzamerhand  zoo  werd  verbeterd,  dat  zij  de 
eenige  juiste  is  voor  de  afleiding  van  algemeene  sterftetafels. 
Het  spreekt  van  zelf,  dat  niet  onmiddellijk  de  juiste  weg  werd 
ingeslagen,  maar  dat  integendeel  bezwaren  moesten  overwonnen 
worden,  die  bij  het  opmaken  van  volkstellingen  werden 
ondervonden.  De  combinatie  der  sterfteregisters  met  de  uit- 
komsten der  volkstellingen  werd  het  eerst  door  Wargentin, 
omstreeks  het  midden  der  vorige  eeuw  gebruikt,  die  daarom 
terecht  den  grondlegger  dezer  methode  mag  genoemd  wor- 
den. Door  Fischer  wordt  met  geen  enkel  woord  melding  gemaakt 
van  de  onderzoekingen  en  resultaten  van  Wargentin;  alleen 
op  bl.  155  (Gründzüge  etc.)  komt  onder  de  namen  van  hen, 
wier  sterftetafels,  volgens  Fischer,  geene  verdere  bespreking 
verdienen  ook  de  naam  van  Wargentin  voor;  wellicht  was 
hij  onbekend  met  de  oorspronkelijke  stukken,  die  door  hem 
gepubliceerd  werden. 

De  genoemde  methode,  gewoonlijk  de  directe  genoemd,  en 

^)  P.  Wargentin:  ,,Die  Sterbliclikeit in  Sdiweden  nacli  dem  Tabellen- 
werke".  Abh.  k.  Schwedische  Akademie  d.  Wissenscliaften,  1766.  Band 
28  (Deut«ch.  Uebersetzung  1768). 
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teruggebracht  tot  hare  eenvoudigste  en  oorspronkelijke  ge- 
daante, bestaat  hierin,  dat  de  getallen  der  dooden  uit  de 
sterfteregisters  van  het  jaar,  waarvan  in  het  begin  (stel  1 
JanuariJ  eene  volkstelling  gehouden  is,  gedeeld  vs^orden  door 
het  aantal  levenden  van  eiken  leeftijd  aan  het  begin  van 
dat  jaar  aanwezig  en  afkomstig  uit  de  getallen  der  volks- 
telling; zoodoende  wordt  op  de  reeds  vroeger  beschrevene 
wijze  de  sterftekans  op  lederen  leeftijd,  en  daaruit  het  aan- 
tal levenden  bv.  uit  100,000  geborenen,  verkregen. 

Eerst  mogen  nu  hier  de  onderzoekingen  van  Wargentin 
volgen,  niet  zoozeer  om  de  belangrijkheid  der  resultaten, 
waartoe  deze  geleid  hebben,  als  wel  om  de  verdiensten,  die 
zij  uit  een  historisch  oogpunt  bezitten. 

In  de  bovengenoemde  verhandelingen  der  Zweedsche  Aka- 
demie  gaf  Wargentin  in  1766  de  uitkomsten  naar  de  negen- 
jarige tabellen  in  Zweden  van  1755  tot  en  met  1763,  welke 
Ie  het  aantal  geboorten,  gehuwde  personen  en  gestorvenen 
bevatten,  en  2e  een  om  de  drie  jaren  opgemaakte  ,^Stands- 
tabelle^'  in  1757,  1760  en  1763;  deze  laatsten  behelzen  de 
opgaven  van  alle  levenden  naar  geslacht,  ouderdom  en  Stand 
ingedeeld.  De  juistheid  van  zijne  handelwijze  blijkt  nu  voor- 
eerst hieruit,  dat  hij  het  gebruik  van  éénjarige  tabellen  af- 
keurt, //worauf  man  nicht  sicher  bauen  kann,  weil  gleich 
/ydasselbe  Jahr  mehr  oder  weniger  Krankheiten  ausgesetzt 
//gewesen  sein  kann,  als  andere  Jahre  gewöhnlichermaaszen 
//sind.  Man  musz  daher  mehr  Jahren  zusammen  nehmen,  und 
,/aus  ihnen  ein  Mittel  berechnen'''.  Daartoe  neemt  hij  het 
gemiddelde  van  het  aantal  dooden  nit  de  drie  jaren  1755, 
1756  en  1757  en  vergelijkt  deze  met  degenen,  die  in  1757 
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op  eiken  leeftijd  in  leven  waren;  hetzelfde  geschiedde  met 
de  beide  andere  driejarige  perioden;  na  scheiding  der  ge- 
slachten ontstonden  daaruit  twee  sterftetafels,  één  voor  geheel 
Zweden  en  één  voor  Stokholm  afzonderlijk,  ingedeeld  in 
vijfjarige  perioden.  Uit  deze  opgaven,  die  het  aantal  levenden 
aangeven  uit  welke  één  in  ^t  jaar  sterft,  zijn  de  sterftekansen 
berekend,  waarvan  de  volgende  tabel  een  overzicht  geeft: 


Sterfte- waarschijnlijkheden  volgens  Wargentiu. 

IN  't  geheele  rijk. 

IN  STOKHOLM. 

Maunen. 

Vrouwen. 

Mannen. 

Vrouwen. 

Kinderen 

stervende  bij 

de  geboorte. 

0,02746 

0,02126 

0,03144 

0,02304 

Levend  geb.sterv. 

binnen 

''t  jaar. 

0,22936 

0,20877 

0,4237 

0,3876 

In  't  2e  en  3e 

jaar. 

0,05764 

0,05640 

0,1443 

0,1357 

„   4e  en  5e  „ 

0,02887 

0,02770 

0,07530 

0,07958 

boven  5  j. 

en  niet  volle  1 0 

0,01410 

0,0131 

0,0289 

0,0258 

/,  10 

II 

15 

0,00669 

0,00619 

0,0127 

0,00871 

„  15 

II 

20 

0,00670 

0,00611 

0,0169 

0,01002 

/,  20 

II 

25 

0,00925 

0,00715 

0,02257 

0,01261 

,/  25 

II 

30 

0,01023 

0,00946 

0,03006 

0,01726 

,/  30 

II 

35 

0,01179 

0,01187 

0,03226 

0,02310 

„  35 

II 

40 

0,01276 

0,01101 

0,03765 

0,02558 

„  40 

II 

45 

0,01772 

0,01590 

0,04354 

0,0323 

,/  45 

II 

50 

0,02045 

0,01526 

0,05155 

0,03611 

,/  50 

II 

55 

0,02688 

0,02007 

0,06086 

0,03963 

,/  55 

II 

GO 

0,03221 

0,02493 

0,07097 

0,04177 

,/  60 

II 

65 

0,04342 

0,03894 

0,09311 

0,06225 
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Sterfte-waarschijiilijkhcdcn  volgens  Wargeiitin. 

IN  't  geheele  kijk. 

TN  SÏOKHÜLM. 

Mannen. 

Vrouwen. 

Mannen. 

Vrouwen. 

boven  65  j. 

en  niet  volle  70 

0,05848 

0,05414 

0,1056 

0,0749 

u 

70 

1! 

75 

0,08826 

0,08621 

0,1311 

0,1236 

11 

75 

u 

80 

0,1227 

0,1203 

0,2193 

0,1942 

u 

80 

11 

85 

0,1905 

0,1866 

0,2849 

0,2924 

if 

85 

11 

90 

0,2625 

0,2427 

0,5000 

0,4219 

11 

90 

11 

0,4065 

0,3891 

0,3759 

0,4329 

Deze  uitkomsten  geven  vooreerst  de  buitengewone  sterfte  te 
kennen,  waarvan  de  tafel  van  Stokbolm  getuigt.  De  oorzaken 
van  dit  verschijnsel  zoekt  Wargentin  voornamelijk  in  de  onjuiste 
opgaven  omtrent  de  levenden,  daar  het,  wegens  het  geringe 
aantal  in  kleinere  steden  en  op  het  platte  land,  gemakke- 
lijker is  deze  op  te  teekenen.  Daarenboven  worden  op  het 
platte  land  de  registers  bijgehouden  door  de  geestelijken,  in 
de  steden  echter  door  bepaalde  daartoe  aangestelde  personen, 
op  wier  aanteekeningen  niet  zoo  goed  scheen  te  kunnen  ver- 
trouwd worden.  Eveneens  zullen  de  opgaven  van  den  ouderdom 
der  levenden  meer  onnauwkeurig  zijn  dan  die  der  dooden,  welke 
of  niet  met  juistheid  bekend  zijn  öf  verkeerd  worden  opgege- 
ven. Maar  behalve  dit  moet  niet  vergeten  worden,  dat  een 
aantal  reizigers  en  vreemden  gedurende  korter  of  langer  tijd  in 
Stokholm  verblijf  houden,  die  niet  in  de  tabellen  der  levenden 
worden  opgenomen,  hoewel  diegene  onder  hen,  die  overlijden 
en  aldaar  begraven  worden,  in  de  doodenregisters  worden 
aangeteekend ;  zoo  werden  waarschijnlijk  bij  het  opmaken 
der  volkstelling,  alleen  diegene  opgeteekend,  welke  gedurende 
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eeiiige  jbireii  reeds  liuii  verblijf  iii  Stokliolin  haddini;  het 
cUiiital  dooclen  wordt  daardoor  te  groot;  maar  meer  dan 
waarschijnlijk  is  het,  dat  vooral  onder  de  jonge  kinderen 
eene  groote  sterfte  heeft  plaats  gehad. 

De  waarden  der  sterftekansen  voor  het  geheele  rijk  ver- 
toonen  veel  betere  uitkomsten;  ook  hiervan  is  eene  graphi- 
sche  voorstelling  gemaakt  (Plaat  I.  kromme  Z)  en  daartoe 
van  de  vijf- jarige  perioden  telkens  den  middelsten  leeftijd 
genomen.  De  kromme  Z  vertoont  over  het  algemeen  een 
zeer  regelmatig  beloop;  de  vergelijking  met  de  tafel  uit 
het  Rapport  leert,  dat  de  eerste  eene  grootere  sterftekans 
geeft,  met  uitzondering  voor  de  leeftijden  van  omstreeks 
20  jaren;  eerst  bij  60-jarigen  leeftijd  loopen  zij  beide 
bijna  gelijk,  terwijl  de  grootste  verschillen  bij  50  en  be- 
neden de  10  jaren  gevonden  worden.  De  waarde  der  sterfte- 
kansen voor  vrouwen  vertoonen  op  ééne  uitzondering  na 
(30 — 35  jaren),  een  geringere  sterftekans  dan  die  voor  de 
mannen. 

Bij  het  nemen  van  het  arithmetisch  midden  moet  men 
echter  zorgen,  om  de  dooden  te  nemen  uit  evenveel  jaren 
vóór  als  na  de  volkstelling,  zoodat  deze  juist  in  ^t  midden 
komt  te  liggen;  om  deze  reden  achten  we  het  minder  ge- 
lukkig, dat  Wargentin  alleen  het  gemiddelde  der  dooden 
neemt  uit  de  drie  kalenderjaren  vóór  de  volkstelling  om  deze 
met  de  levenden  te  vergelijken. 

Niettegenstaande  de  bezwaren,  die  bij  het  houden  eener 
volkstelling  voorkomen,  omdat  noch  het  aantal  levenden, 
noch  hun  ouderdom  juist  wordt  opgegeven  (//vieh  Landleute 
wissen  ihr  Alter  selbst  nicht  recht;  andere  wollen,  allerlei 
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Ansichten  wegen,  für  junger  oder  Tilter  ange.selien  werden ; 
manche  geben  rnnde  Zahlen^'  etc.  (Wargentin)),  is  toch 
de  tafel  van  Wargentin  voor  het  geheele  rijk  een  zeer 
goede  te  noemen;  toch  verliepen  er  nog  meer  dan  100  jaren^ 
voordat  er  verband  werd  gebracht  tusschen  de  uitkomsten 
van  twee  op  elkander  volgende  volkstellingen  en  de  sterfte - 
registers  der  tusschen  gelegen  jaren. 

De  meest  bekende  sterftetafels,  die  volgens  bovengenoemde 
methode  werden  geconstrueerd;,  zijn  de  volgende : 
lo.    de  Carlisle-tafel,   opgemaakt  door  J.  Milne  en  versche- 
nen in  zijn   //Treatise  on  the  valuation  of  annuities, 
etc.   1815./^   Het  materiaal  was  verzameld  door  Dr.  J. 
Heysham  en  bestond  uit  twee  volkstellingen  van  Januari 
1780  en  December  1787,  de  eerste  met  7677,  de  tweede 
met  8677  levenden,  benevens  de  doodenregisters  van  de 
negen  jaren  1779—1787. 
2°.    de    fransche    tafels  van  Demonferrand  uit  de  volks- 
tellingen van  1820,   1831   en  1836,  benevens  de  ge- 
boorte en  sterftegevallen  der  bevolking  van  1817  tot  en 
met  1832. 

3^.  de  Saksische  tafels,  opgemaakt  door  Dr.  Heym  uit  de 
volkstellingen  in  het  koninkrijk  Sachsen  in  de  jaren 
1840,  1843,  1846  en  1849  en  de  sterfteregisters  van 
dat  land  gedurende  1838—1851.  (Zie  Aanhang  I) 

4'^».  in  België  de  tafel  van  Quetelet  uit  de  sterfteregisters  van 
1841—1850  en  de  volkstelling  van  1846.  (Zie  Aanhang  11) 

5'\  de  tafels  door  J.  J.  Duncan  in  1829  gepubliceerd,  en 
afgeleid  uit  de  bevolkings-  en  sterfteregisters  van  Glas- 
gow,  uit  een  gemiddelde  van  de  zes  jaren  1821 — 1827. 


16 


(3«.  de  Eiigelsclie  //Life  Tcibles^' ;  drie  van  deze  werden 
door  Dr.  Farr  geconstrueerd  uit  de  Registrar-GeneraFs 
Returns  for  England  and  Wales.  De  eerste  komt  voor 
in  liet  5e  Rapport  en  steunt  op  de  volkstelling  in 
1841  en  de  dooden  van  dat  jaar;  de  tweede  werd 
gepubliceerd  in  liet  12^  Rapport,  afgeleid  uit  dezelfde 
volkstelling  van  1841  en  de  dooden  van  de  zeven  jaren 
1838 — 1844,  De  derde  verscheen  in  een  afzonderlijk 
werk  in  1864  en  werd  opgemaakt  uit  twee  volkstellin- 
gen van  de  jaren  1841  en  1854  en  uit  de  dooden 
van  de  17  jaren  1838—1854. 

7o.  De  zoogenaamde  //ware  Northampton-Tafel''',  door  Dr. 
Farr  geconstrueerd.  Reeds  in  1783  was  de  Northamp- 
ton-tafel  verschenen,  die  door  Dr.  Price  was  afgeleid 
uit  de  doodenregisters  van  de  stad  Northampton  (4689 
overledenen  gedurende  de  46  jaren  1735 — 1780);  zij 
werd  alleen  berekend  uit  de  opgaven  omtrent  de  dooden 
in  de  onderstelling  eener  stationnaire  bevolking,  dus  ge- 
heel volgens  de  Halley^sche  methode.  In  het  8e  Rapport 
of  the  Registrar  General  etc.  behandelt  Dr.  Farr  nog 
nader  deze  afleiding  en  toont  de  verkeerde  resultaten 
aan,  welke  de  methode  van  Halley  oplevert,  door  de 
constructie  van  2  nieuwe  tafels,  ter  onderscheiding  de 
foutieve  en  de  ware  Northampton-tafel  genoemd.  Daartoe 
waren  voorhanden:  Ie  de  uitkomsten  eener  volkstelling 
te  Northampton  gehouden  op  6—7  Juni  1841  (7972 
levenden),  benevens  de  dooden  uit  de  7  jaren  1838 — 
1844  (1283  in  aantal).  Vooreerst  werd  nu  de  foutieve 
tafel   geconstrueerd,  geheel  volgens  de  methode  van 
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Halley  uit  de  1283  sterfgevallen;  daarna  de  ware  tafel, 
waartoe  gebezigd  werden  het  aantal  geboorten^  de  leven- 
den op  iederen  leeftijd  en  liet  aantal  dooden.  Zoo  werd 
b.v.  gevonden,  dat  uit  1953  levend  geborenen  333  binnen 
het  jaar  stierven  en  dus  1620  aan  ^t  einde  van  ^t  jaar 
in  leven  waren,  zoodat  het  aantal  éénjarige  kinderen 
uit  10000  levendgeborenen  8295  bedroeg.  Verder 
werd  waargenomen,  dat  op  6 — 7  Juni  1841,  184  kin- 
deren van  1  jaar  in  leven  waren  en  dat  136  van  dien- 
zelfden leeftijd  in  de  7  jaren  1830 — 1844  waren  over- 
leden, zijnde  gemiddeld  19  per  jaar,  zoodat  gerekend 
mag  worden,  dat  op  1  Januari  1841  in  leven  waren 
184  +  9,5  =  193,5  en  aan  het  einde  des  jaars  184  — 
9,5  =  175,5  kinderen.  Van  de  8295  één-jarigen  be- 
reikten dus  7463  den  ouderdom  van  2  jaren.  Voor  de 
volgende  leeftijden  zijn  de  aantallen  levenden  en  dooden 
wegens  het  geringe  aantal,  bv.  van  20 — 30,  van  30 — 40 
jaren  enz.  alleen  in  10-jarige  klassen  gegeven;  daaruit 
werd  nu  eerst  de  levenskans  voor  den  middelsten  leeftijd 
verkregen  en  door  interpolatie  ook  die  voor  de  tusschen- 
gelegen  jaren;  deze  leerden  dan  vinden  de  levenden  en 
dooden  op  iederen  leeftijd.  De  resultaten,  welke  Dr.  Farr 
verkreeg,  worden  in  de  hier  volgende  tafel  medegedeeld, 
n.1.  de  foutieve  (kolom  2),  en  de  ware  tafel  (kolom  4) ; 
verder  in  kolom  3  de  oorspronkelijke  Northampton- 
tafel.  Daar  de  sterftekansen  het  overzicht  der  tafels 
gemakkelijker  maken,  hebben  we  deze  berekend  en  in 
kolom   5   er  bijgevoegd  de  sterftekansen,    zooals  die 

in  het  //Rapport  aan  den  Koning^'  enz.  voorkomen. 

2 
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S ter fte-waar schij nlij kheden  afgel eid 

uit  de 

'  'ë 

O) 

foutieve 

oorspronkelijke 

ware 

het 

North. -tafel. 

North.-tafel. 

North.-tafel. 

Rapport. 

u 

0,259 

0,257 

0,171 

0  />  1 1  6 

1 

i 

0,143 

0,158 

0,103 

0  0674- 

K 
O 

0,0288 

0,0293 

0,0158 

0  01 4S 

1  0 

0,0089 

0,00920 

0,00452 

0  00615 

0,0106 

0,00922 

0,0056 

0  00487 

0,0142 

0,0140 

0,0064 

0  00970 

0,0153 

0,0157 

0,0075 

0  00955 

OU 

0,0165 

0,0170 

0,0085 

0  00932 

0,0185 

0,0185 

0,0100 

0  01027 

4-0 

0,0205 

0,0209 

0,0120 

0  01238 

0,0231 

0,0240 

0,0151 

0  01532 

r)0 

0,0261 

0,0284 

0,0187 

0  01907 

oo 

0,0301 

0,0335 

0,0227 

0  0251 0 

uu 

0,0372 

0,0402 

0,0286 

0  03395 

0,0592 

0,0490 

0,0629 

0  04810 

70 

0  0953 

0  0649 

0,0849 

0  0695 

75 

0,129 

0,096 

0,104 

0,1026 

80 

0,120 

0,134 

0,120 

0,1495 

85 

0,197 

0,220 

0,173 

0,214 

90 

0,20 

0,26 

0,37 

0,299 

Eene  vergelijking  der  getallen  uit  de  kolommen  (2)  en  (4) 
leert  onmiddelijk,  dat  de  sterftekansen  volgens  de  Halley'sclie 
methode  verkregen  veel  grooter  zijn,  dan  die,  welke  door  de 
andere  methode  gevonden  zijn,  en  dikwijls  zeer  ten  naastenbij 
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overeenstemmen  met  de  overeenkomstige  waarden  nit  het 
Rapport. 

Langzamerhand  begonnen  de  volkstellingen  met  meer  zorg 
verricht  te  worden^  het  materiaal  verbeterde  daardoor  en  na 
1860  begon  eene  nieuwe  periode  aan  te  breken,  waarin  eene 
andere  constructie  werd  toegepast  (ook  reeds  door  Farr  gebe- 
zigd), welke  uit  de  combinatie  van  twee  opvolgende  volkstellin- 
gen en  de  tusschen  beide  gelegen  sterfteregisters  langs  een  even 
eenvoudigen  als  zekeren  weg  de  sterftekans  leerden  bepalen. 

Voordat  echter  tot  eene  beschrijving  dier  methode  wordt 
overgegaan,  valt  er  eerst  nog  melding  te  maken  van  den 
arbeid  van  twee  duitsche  schrijvers,  die  er  veel  toe  hebben 
bijgedragen  om  beter  inzicht  te  verkrijgen  in  de  wijze, 
waarop  het  statistisch  materiaal  kan  gebezigd  worden  tot 
de  bepaling  van  de  orde  van  afsterving.  De  eerste  is  Dr. 
G.  F.  Knapp,  die  in  een  drietal  werken  op  uitvoerige  wijze 
bovengenoemd  vraagstuk  behandelt.  Eerst  verscheen  van 
zijne  hand  :  ,/Ueber  die  Ermittlung  der  Sterblichkeit  aus  den 
Aufzeichnungen  der  Bevölkerungs-Statistik" ;  Leipzig  1868; 
in  het  volgende  jaar  :  ,/Die  Sterblichkeit  in  Sachsen  nach 
ambtlichen  Quelle  dargestelt,  1869,^^  en  vijf  jaren  later  in 
1874:  //Theorie  des  Bevölkerungs-wechsels ;  Abhandlungen 
zur  angewandten  Mathematik;  Braunschweig,  1874.^'  Kort 
nadat  het  eerste  werk  van  Knapp  was  uitgekomen,  gaf  Dr. 
G.  Zeuner  zijne :  Abhandlungen  aus  der  mathematischen 
Statistik;  Leipzig,  1869, waarin  hij  zich  aan  de  door 
Knapp  gegeven  theorie  aansloot,  maar  door  eene  elegante 
meetkundige  voorstelling  de  langs  analytischen  weg  verkre- 
gen resultaten  zeer  aanschouwelijk  voorstelt  en  tevens  laat 
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zien,  lioe  langs  veel  eenvoudiger  wijze  enkele  door  Knapp 
gevonden  eigenschappen  uit  de  figuur  kunnen  afgeleid  wor- 
den. Ook  enkele  vragen  over  Invaliditeit-  en  Ongelukken- 
verzekering  worden  in  de  beide  laatste  hoofdstukken  besproken. 

Het  hoofddoel  van  Knapp  is  geweest  om  de  middelen  aan 
te  geven,  waarop  de  statistieke  gegevens  (geboorte-  en  sterfte- 
registers,  benevens  de  lijsten  van  volkstellingen)  moesten 
verwerkt  worden  ter  verkrijging  van  de  sterfte  naar  den 
ouderdom;  daarbij  zijn  door  hem  vele  dwalingen  aan  het 
licht  gebracht  en  de  wijze  aangetoond  hoe  deze  kunnen 
vermeden  worden.  In  het  eerste  hoofdstuk  van  zijn  in  1868 
verschenen  werk  wordt  aangegeven  op  welke  manier  langs 
analytischen  weg  verschillende  groepen  van  levenden  en  ge- 
storvenen kunnen  verkregen  worden,  die  van  elkander  door 
bepaalde  kenmerken  verschillen.  De  wijze,  waarop  Knapp 
hierbij  te  werk  ging,  lokte  van  vele  kanten  zeer  gegronde 
aanmerkingen  uit,  zoodat  hij  ook  in  zijn  laatstgenoemden 
arbeid  de  eerst  gegeven  theorie  geheel  verlaat  en  de  ge- 
vonden eigenschappen  langs  anderen  meer  met  de  werkelijk- 
heid overéénkomenden  weg  aantoont.  Gelijktijdig  daarmede 
geeft  hij  eene  geheel  andere  graphische  voorstelling  dan 
de  oorspronkelijke,  welke  laatste  zeker  niet  door  duidelijk- 
heid en  een  gemakkelijk  overzicht  uitmunt. 

Knapp  begint  met  drie  veranderlijke  grootheden  aan  te 
nemen:  den  ouderdom  x,  den  geboortetijd  to  en  voorts 
de  veranderlijke  t  //ErfüUungszeit^',  door  Zeuner  //Zahlungs- 
zeit'''  genoemd,  die  tot  elkander  in  de  volgende  betrekking 
staan 

X  =  t  —  to  (14). 


21 

zoodat  één  er  van  kan  gevonden  worden,  als  de  twee  anderen 
bekend  zijn.  De  verschillende  groepen  van  levenden  en  dooden 
worden  nn  bepaald  door  het  invoeren  van  twee  betrekkingen, 
waarvan  de  eerste  het  aantal  geboorten  als  functie  van 
den  geboortetijd,  b.  v.  F  (to),  en  de  tweede  de  orde  van 
afsterving  als  functie  van  den  ouderdom  b.  v.  f  (x)  aanneemt. 
Van  beide  functiën  wordt  aangenomen,  dat  ze  continu  zijn,  zoo- 
dat b.  V.  in  geen  oogenblik  de  toename  van  het  aantal  gebore- 
nen verbroken  wordt ;  wordt  hierbij  nog  ondersteld  dat  alle  ge- 
borenen, zelfs  reeds  een  oneindig  klein  aantal,  aan  een  en 
dezelfde  wet  van  afsterving  onderworpen  zijn,  dan  geeft  de 
integraal-rekening  het  middel  aan  de  hand  om  onderschei- 
dene, onderling  door  bepaalde  kenmerken  verschillende  groe- 
pen, te  vormen.  De  wijze,  waarop  die  voor  de  levenden  ge- 
schiedt, is  de  volgende : 

Zij  F  (to)  het  aantal  levenden,  gerekend  van  een  wille- 
keurig tijdpunt,  dan  is  F'  (to)  dto  de  oneindig  kleine  hoe- 
veelheid, die  in  den  tijd  tusschen  to  en  to  +  dto  geboren  is. 
Is  nu  f  (x)  het  aantal  levenden,  dat  uit  een  eenheid  van 
geborenen  den  ouderdom  x  bereikt,  dan  stelt 

f  (x).  F'  (to)  dto 
de  x-jarige  levenden  voor,   die  geboren  zijn  ten  tijde  to. 
Door  de  vroeger  vermelde  betrekking  x  =  t  —  to  ontstaan 
hieruit  de  volgende  vier  identiteiten: 

f  (x).  F'  (to)  dto  =  f  (x).  ¥  (t  -  x)  dt  =  f  (t  — to).  F'  (to)  dto 
=  —  f  (x)  F'  (t  —  x).  dx. 
Uit  elk  dezer  vier  kunnen  door  integratie  tusschen  vaste  gren- 
zen eindige  hoeveelheden  worden  afgeleid,  die  tot  twee  afzon- 
derlijke kunnen  worden  teruggebracht,  zoodra  in  de  beide  eerste 
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en  in  de  beide  laatste  t  dezelfde  wordt  gedacht.  Is  dan  V  liet 
symbool  om  een  groep  van  levenden  aan  te  wijzen,  V  (x)  of  V  (t) 
de  groep,  die  ontstaan  is  door  bij  de  integratie  x  of  t  constant 

te  nemen,  terwijl  in  de  uitdrukking   ,  Vfx)  de  indices  t"o 

t  O 

en  t'o  de  integratie-grenzen  aangeven,  dan  verschijnen  tw^ee 
der  groepen  van  levenden  onder  den  vorm: 

f  (x)     r  '  Y  (to).  dto  =\  (x)  (15) 

O  t  O 

en 

r  f  (t  -  to).  F  (to)  dto = \  V  (t)  (16) 

*^to  to 

De  eerste  groep,  alle  even  oade  personen,  wijst  liet  aantal 
aan,  dat  tusscben  t'o  en  t"o  geboren  (bv.  1  Januari  1850  en 
1  Januari  1851)  den  ouderdom  x  bereikt;  de  tweede  geeft  aan, 
hoeveel  levenden,  geboren  tusschen  t'o  en  t"o  op  een  bepaald 
tijdstip  (bv.  den  dag  eener  volkstelling)  aanwezig  zijn.  Op  over- 
eenkomstige wijze  ontstaan  de  groepen  van  dooden ;  vooreerst 
stelt  —  f '  (x)  dx  uit  een  eenheid  van  geborenen,  het  aan- 
tal dooden  tusschen  x  en  x  -f  dx  jaren  oud  voor  en  F' (to)  dto 
de  geborenen  tusschen  to  en  to  +  dto,  zoodat 

—  r  (x)  dx.  F  (to)  dto 
het  aantal  aangeeft,   dat  ten  tijde  to  geboren  op  x-jarigen 
leeftijd  sterft;  ook  hieruit  ontstaan  weder  identiteiten,  o.  a. 
de  beide  volgende: 

—  r  (t  —  to)  dt.  F'  (to;  dto  =  —  f '  (x)  dx.  F'  (t  —  x)  dt, 
die  door  integratie  binnen  bepaalde  grenzen  verschillende 
groepen  vormen.    Is  nu,  analoog  met  V,  M  het  symbool 
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t'o  t" 

voor  een  groep  van  gestorvenen,  en  wijzen  in   ,   M   ^  de 

t  O  t 

indices  aan  de  linkerhand  op  de  geboorteperiode,  en  die  aan 
de  rechterhand  op  de  grenzen  van  den  tijd  van  afsterving, 
dan  volgt  b.v.  door  integratie  van  —  f'  (t  —  to)  dt.  F'  (to)  dto 
tusschen  de  grenzen  t"o  en  t'o  voor  to,  en  t"  en  t'  voor  t,  dat : 

/•t^  /«fo  t^o  t- 

—  L    r(t-to)dt.  /      F'(to)dto=  ,  M,   (17) 

•^t  *^to  to  t 

aangeeft  de  groep  van  gestorvenen  tusschen  t'  en  t"  (b.v. 
1  Jan.  1860 — 1  Jan.  1861),  die  geboren  werden  van  t'o  tot 
t"o  (b.v.  1  Jan.  1820—1  Jan.  1821).  Eveneens  geeft 

/•x"  pM'o  t"o  x" 

—  /,    r(x)dx.  I      F(to)dto=  ,  M  ,   (18) 

»^x  ^io  to  X 

het  aantal  dooden  op  x'  tot  x"-jarigen  ouderdom,  afkomstig 
uit  de  geboorteperiode  t'o  tot  t"o.  Bij  deze  groep  heeft  Knapp 
op  eene  onnauwkeurigheid  gewezen,  die  meestal  begaan  werd, 
maar  sedert  ongeveer  een  tiental  jaren  veranderd  is. 

Uit  welke  kalenderjaren  zijn  nu  de  x'  tot  x"jarige  dooden  af- 
komstig ?  Ten  tijde  t  =  t'o  +  x'  bereikt  de  eerste  uit  de  generatie 
t'o  tot  t"o  den  leeftijd  x',  de  laatste  daarentegen  den  ouderdom 
x"  ten  tijde  t'  =  t"o  +  x";  tusschen  de  tijdstippen  t'  en  t  ' 
moeten  dus  de  dooden  gezocht  worden;  hun  verschil  is 
t"  —  t'  =  (t"o  —  t'o)  +  (x"  —  x')  jaren  groot ;  wil  men  dus 
de  10 — lljarige  dooden  hebben,  die  geboren  zijn  in  het 
kalenderjaar  1850,  dan  zijn  deze  te  zoeken  van  af  1  Januari 
1860  tot  en  met  31  December  1861,  dus  over  eene  twee- 
jarige periode  en  niet  in  één  enkel  jaar,  zooals  altijd  ge- 
schiedde. Hoewel  reeds  vóór  Knapp  (ofschoon  onbekend  hier- 
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mede)  op  deze  fout  gewezen  was^  belioorfc  deze  aanwijzing 
van  een  steeds  begane  onnauwkeuriglieid  tot  een  van  diens 
verdiensten. 

Ook  het  verband;,  dat  tusschen  de  groepen  van  levenden  en 
gestorvenen  bestaat,  wordt  daarna  door  Knapp  behandeld,  ter- 
wijl nog  een  aantal  nevengroepen  afgeleid  en  enkele  wenken  ge- 
geven worden  om  uit  de  statistieke  gegevens  meer  juiste  en  scherp 
begrensde  afgeronde  groepen  te  vormen ;  een  der  door  Knapp 
verkregen  resultaten,  waarop  nog  nader  wordt  teruggekomen, 
heeft  aanleiding  gegeven  tot  het  opteekenen  van  het  geboorte- 
jaar van  de  overledenen  bij  de  aangifte  van  het  overlijden; 
de  prioriteit  hiervan  komt  echter  niet  aan  hem  toe. 

Voordat  we  ook  over  de  veranderingen,  die  Knapp  in 
zijne  oorspronkelijke  methode  gebracht  heeft,  iets  in  ^t  mid- 
den brengen,  is  het  hier  de  plaats  om  de  door  Zeuner  ge- 
gevene  graphische  voorstelling  te  vermelden,  met  behulp 
waarvan  de,  door  Knapp  langs  analystichen  weg  gevonden  groe- 
pen, aanschouwelijk  worden  voorgesteld.  Daartoe  worden  drie 
onderling  loodrechte  assen  X,  Y,  Z  aangenomen;  zet  men 
op  O  X  den  ouderdom  x,  op  O  Y  de  to  uit,  dan  geeft 
de  Z-coördinaat  het  aantal  levenden  bij  gegeven  x  en  to. 
Voor  X  =  o  verkrijgt  men  (fig.  1)  de  kromme  A  B  in  het 
Y  Z-vlak,  wier  ordinaten  (F  (to)  )  aangeven,  hoe  de  ge- 
neratie O  Al  =  t'o  tot  O  Bi  =  t"o  over  de  verschillende 
tijdstippen  verdeeld  zijn.  Een  element  van  het  vlak  A  B  Bi  Ai 
kan  door  F'  (to).dto  worden  voorgesteld,  zoodat 
/♦t  0  ^ 

I     Y  (to)  dto  de  generatie  t'o  tot  t"o  aangeeft, 
•^t  0 

Elke  kromme,  zooals  ADMQ  geeft  de  orde  van  afsterving 
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aan,  d.  vv.  z.  leert  vinden  lioeveel  uit  de  geborenen  op  el- 
ken  leeftijd  overblijven;  is  w  de  hoogste  te  bereiken  leef- 

Fig.  1. 


vlak;  aangebracht,  n.1.  het  vlak  DHHiDi  dan  kan  een  element 

van  dat  vlak  voorgesteld  worden  door  f  (x).  F' (to)  dto  en  dus: 

d  h  Bi  Al  =  proj.  van  DHHi 

/•t^o  t''o 
=  f(x).  /,    F'(to)dto=  ,  V(x) 

zijnde  de  eerste  hoofdgroep  van  levenden  (zie  form.  15). 

Voor  de  tweede  hoofdgroep  is  t  en  dus  ook  x  -f  to  con- 
stant ;  neem  dus  OF  =  t  en  trek  FMi  Ni  onder  een  hoek  van 
45^  met  de  X-as;  breng  daardoor  een  vertikaal  vlak,  dan 
ontstaat  de  figuur  MNNi  Mi ;  een  element  pq  daarvan  op  't 
YZ-vlak  geprojecteerd,  voorgesteld  door  f  (t  —  to).  F' (to)  dto, 
geeft  het  aantal,  dat  geboren  tusschen  to  en  to  +  dto  op  het 
tijdstip  t  nog  in  leven  is,  zoodat 
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ra  n  Bi  Al  =  proj.  van  MNNi  Mi 
/*ti" 

=    L  ""f  (t  -  to).  F  (to)  dto  =        V  (t) 
«^to  t  O 

de  tweede  hoofdgroep  voorstelt,  zijnde  een  aantal  gelijktijdige 
personen,  bv.  op  den  dag  eener  volkstelling  aanwezig  (zie 
form.  16);  de  leeftijden  dier  personen  liggen  tusschen 
den  laagsten  BiNi  =  OEi  =  t  —  t"o  en  den  hoogsten 

Al  Ml  =  OE,  =  t  —  t'o. 
Was  b.v.  t'o  =  1  Jan.  1840  en  t"o  =  1  Jan.  1850  en 
t  =  29  April  1880,  dan  stelt  m  n  Bi  Ai  het  aantal  levenden 
voor,  geboren  in  liet  tijdperk  1840 — 1850  en  op  29  April 
1880  nog  in  leven;  de  jongste  is  30  jaar  en  4  maanden,  de 
oudste  40  jaren  en  4  maanden. 


Fi|^.  2. 


Eveneens  geeft  fig.  2  eene  voorstelling  van  het  aantal  dooden 
uit  de  geboorteperiode  t'o  tot  t  'o,  gestorven  tusschen  x'  en  x"-ja- 
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rigen  ouderdom  (zie  form.  18) ;  daarin  is  OEi  =  x',  OE2  =  x", 

t'o 

m  11  Bi  Al  =  proj.  vaii  MNNi      =  ,  V  (x') 

1 0 

t"o 

pqB,  A,  =  „     „  PQQ.P,  =  V(x") 

t  O 

en  hun  verschil 

mnpq  =  *^  V(x')—  /v(x")=  .""m  ,  (form.  18). 

1 0  1 0  1 0  X 

Op  deze  wijze  heeft  Zeuner  op  zeer  aanschouwelijke  wijze 
de  groepen  van  levenden  en  gestorvenen  voorgesteld  niet 
alleen^  maar  ook  langs  veel  eenvoudiger  weg  de  door  Knapp 
op  omslachtige  wijze  gevonden  resultaten  direct  uit  de  figuur 
afgeleid;  daarenboven  vat  Zeuner  de  zaak  nog  algemeener 
op  dan  Knapp,  door  niet  een  en  dezelfde  orde  van  afster- 
ving aan  te  nemen,  maar  een  oppervlak  z  =  (jp  (to  x)  te 
beschouwen,  in  de  vorige  Fig.  1  begrensd  door  de  krommen 
AQ,  QQi,  BQi  en  AB,  waarvan  de  vergelijking,  ware  ze 
bekend,  alle  vragen  omtrent  bevolking,  geboorte  en  afster- 
ving zou  oplossen.  Het  voorgaande  moge  een  denkbeeld 
geven  hoe  Zeuner  is  te  werk  gegaan,  om  op  eene  zeer  duide- 
lijke wijze  de  verschillende  groepen  te  voorschijn  te  brengen  als 
projectien  van  bepaalde  doorsnijdingsvlakken  op  de  coördina- 
tenvlakken.  Maar  ook  hier  wordt  de  continuïteit  der  functie 
aangenomen,  hetgeen  met  de  werkelijkheid  in  strijd  is:  im- 
mers eene  groep  van  even  oude  personen  kan  een  tijd  lang 
bestaan  zonder  dat  een  enkele  van  hen  sterft  en  er  dus  geen 
waardeverandering  der  functie  plaats  grijpt,  terwijl  op  een 
ander  oogenblik   een  aantal  tegelijk  door  den  dood  uit  de 


28 


groep   treedt.    De   functiën^  die  door  Knapp  gebezigd  wer- 
den, zijn  dus  zeker  geene  continue  functien,  zooals  ook  door 
hem  nadrukkelijk  vermeld  werd;  niettemin  werd  de  inte- 
graalrekening toegepast,  hetgeen  van  vele   zijden  een  ge- 
gronde kritiek  uitlokte.    In  zijn  laatst    vermelden  arbeid 
(Theorie  des  Bevolk.  Wechsels,  1874)  laat  Knapp  dan  ook 
zijne  vroegere  onderstellingen,  wat  betreft  de  continuïteit  en 
de  gélijkmatige  orde  van  afsterving,  geheel  varen,  en  geeft 
daarna  afzonderlijke  regels  voor  het  differentiëren  en  som- 
meren bij   niet  continuë  functiën,  welke  toegepast  worden 
om  de  vroeger  langs  anderen  weg  gevonden  vergelijkingen 
op  nieuw  op  strengere  manier  af  te  leiden.    Zonder  Knapp 
in  deze  beschouwingen  te  volgen,  zal  alleen  nog  melding 
gemaakt  worden  van  een  andere  graphische  voorstelling, 
waaruit  de  meergemelde  groepen  en  eigenschappen  door  een 
stel  evenwijdige  rechte  lijnen  kunnen  worden  afgeleid.  Op 
twee  onderling  loodrechte  assen  (fig.   3)  wordt  op  de  as 
OTo  de  doorgeloopen  tijd  afgezet  en  op  de  ordinaten-as  een 
aantal  op  gelijke  afstanden  van  elkander  gelegen  punten 
aangenomen.    Degenen,  die  geboren  worden,  zijn  nu  van 
elkander  onderscheiden  door  hun  geboortetijd  en  door  de 
volgorde,  waarin  ze  geboren  worden;  b.v.  het  punt  A  kan 
aanwijzen  een  persoon,  die  ten  tijde  to  geboren  en  de  eerste 
uit  eeue  generatie  is;  wordt  nu  uit  A  de  rechte  AA'  ge- 
trokken   en  daarop  zooveel    tijdseenheden  afgezet  als  de 
persoon  doorleefd  heeft,  dan  zal  het  punt  A'  het  oogenblik 
van  afsterving  en  de  lengte  AA''  den  ouderdom  aangeven. 
Dezelfde  constructie  voor  alle  geborenen  verricht,  geeft  dan 
eene  meetkunstige  voorstelling  van  den  inhoud  van  geboorte 


29 


en  sterfteregisters.  De  kromme  AEGB  kaïi  de  geboorte- 
kromme,  eu  eene  rechte  als  AA' eene  oiiderdomslijii  genoemd 

Fig.  3. 


worden.  Om  nu  een  groep  van  x-jarige  even  oude  personen 
te  verkrijgen,  trekke  men  een  kromme  CNOD  evenwijdig 
met  de  geboortekromme,  maar  x  eenheden  verder;  het  aan- 
tal snijpunten  met  de  ouderdomslijnen  geeft  het  aantal 
x-jarige  personen  aan.  Eene  groep  van  gelijktijdige  perso- 
nen op  't  oogenblik  t  wordt  door  het  aantal  snijpunten 
bepaald^  dat  door  een  ordinaat,  tot  abscis  t  hebbende,  met 
de  ouderdomslijnen  ontstaat. 

Een  enkel  voorbeeld  moge  ook  voldoende  zijn,  om  te 
laten  zien,  hoe  door  middel  dezer  meetkunstige  voorstelling 
de    groepen    van   gestorvenen  kunnen  gevonden  worden, 
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Wciartoe  vooreerst  zij  opgemerkt,  dat  liet  eindpunt  eener 
ouderdomslijn  het  oogenblik   van   afsterving  aanv^ijst.  De 

t  O  X 

vroeger  vermelde  groep  ^  M  ^  (form.   18),   die  het  aantal 

t'o  x' 

x'  tot  x"  jarige  dooden  aanwijst  nit  de  generatie  t'o  tot 
t"o,  wordt  nu  aldus  verkregen  :  trek  uit  de  punten  E'  en  G\ 
die  tot  abscissen  t'o  en  t''o  hebben,  twee  ordinaten  E'E  en 
G'G  tot  aan  de  geboortekromme ;  verder  uit  E  en  G  twee 
rechten  EF  en  GH  evenwijdig  met  de  as  OTo,  dan  liggen 
tusschen  deze  beiden  al  de  ouderdomslijnen  uit  de  gegeven 
generatie.  Trek  nu  uit  de  punten  C  en  C\  respect,  tot 
abscis  hebbende  x'  en  x",  twee  evenwij digen  CND  en  C'MP 
aan  de  geboortekromme  AB,  dan  wordt  eene  figuur  MNOP 
begrensd  :  de  som  der  eindpunten  der  ouderdomslijnen  bin- 
nen dit  begrensde  deel  stelt  dan  de  eerste  groep  der  gestor- 
venen voor.  Uit  de  figuur  b.v,  blijkt  dat  van  de  twintig 
geborenen  uit  de  generatie  t'o  tot  t"o  er  drie  sterven  vóór 
hun  x-de  levensjaar,  zes  meer  dan  x"  jaren  oud  wor- 
den, terwijl  er  elf  tusschen  x  en  x"  jarigen  ouderdom 
sterven. 

Op  soortgelijke  wijze  kunnen  de  andere  groepen  verkregen 
worden,  zooals  door  Knapp  uitvoerig  wordt  uiteengezet, 
maar  ook  langs  analytischen  weg  worden  dezelfde  eigen- 
schappen nog  eens  aangetoond,  maar  nu  door  middel  eener 
enkele  functie  F  (to.x),  die  echter  van  te  voren  als  niet 
continu  beschouwd  wordt;  hierdoor  wordt  eene  strengere 
afleiding  verkregen;  het  zou  echter  moeilijk  vallen  in  een 
kort  bestek  de  uitvoerige  ontwikkelingen  hier  weêr  te  geven, 
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/oodcit  we  meeueii  te  kunnen  volstaan  met  de  voorgaande 
hoofddenkbeelden  van  de  theorie  van  Knapp. 

Ook  in  Nederland  is  sedert  de  laatste  jaren  van  vooruit- 
gang melding  te  maken,  niet  alleen  omdat  vele  verbete- 
ringen zijn  ingevoerd  ter  verkrijging  van  nauwkeuriger 
materiaal,  maar  vooral  omdat  betere  middelen  werden  aan- 
gegeven om  nit  de  voorhanden  gegevens  de  sterftetafels  af 
te  leiden. 

Daar  in  elke  tienjarige  periode  sedert  1840  verbeteringen 
zijn  aangebracht,  achten  wij  het  niet  zonder  belang  eenig- 
zins  uitvoeriger  datgene  te  vermelden,  wat  bijgedragen  heeft 
om  langzamerhand  de  juiste  methode  te  vinden. 

Het  beschikbare  materiaal  bestaat  uit  drie  volkstellingen 
van  19  November  1849,  31  December  1859  en  1  December 
1869,  benevens  de  sterftestaten  van  1840— 1851,  1850— 1859 
en  1860 — 1869.  Langs  drie  verschillende  wegen  werden 
hieruit  sterftetafels  afgeleid,  en  wel 

Ie.  door  de  uitkomsten  van  één  enkele  volkstelling  te 
combineeren  met  de  opgaven  omtrent  de  overledenen 
gedurende  een  aantal  jaren. 
2e.  door  de  combinatie  van  twee  opvolgende  volkstellingen 
met  de  dooden  in  de  tusschen  gelegen  jaren  (reeds  door 
Farr  in  toepassing  gebracht) ; 
3e.  door  het  opmaken  der  bevolking  naar  den  ouderdom 
voor  ieder  der  jaren  tusschen  twee  volkstellingen,  door 
middel  van  de  eerste  volkstelling  en  de  sterftestaten 
der  tusschen  gelegen  jaren;  daardoor  kon  de  bevolking 
aan  het  einde  der  10-jarige  periode  vergeleken  worden 
met  de  uitkomsten  der  nieuwe  volkstelling. 
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De  eerste  der  genoemde  wegen,  de  niee.st  oor.s[)ronkelijke 
maar  minst  nauwkeurige,  het  eerst  door  Moser  voorge- 
steld, werd  door  Dr.  von  Baumhauer  toegepast,  die  de 
uitkomsten  der  volkstelling  van  19  November  1849  verge- 
leek met  de  sterftestaten  van  1840 — 1851.  De  reden,  dat 
hier  een  twaalfjarige  in  plaats  van  een  tienjarige  periode 
werd  gekozen  ligt  hierin,  dat  de  drie  laatste  jaren  1847, 
1848  en  1849  zich  door  buitengewone  sterfte  onderscheidden, 
zoodat  de  meer  gunstige  jaren  1850  en  1851  werden  mede- 
gerekend.  De  gevolgde  methode  wordt  beschreven  in  :  Be- 
volkings-tafelen,  twaalfjarige  staten  der  levendgeborenen  en 
sterfgevallen  enz.,  1856,  bl.  XLI  der  Inleiding,  en  de  daar- 
uit resulteerende  sterftetafel  komt  voor  op  bladz.  392,  Staat 
A  voor  het  geheele  rijk,  voor  mannen  en  vrouwen  afzonder- 
lijk. Vergeleken  met  de  wijze  waarop  Halley  te  werk  ging, 
geeft  de  methode  van  Moser  meer  vertrouwbare  resultaten, 
omdat  hier  het  gemiddelde  aantal  der  overledenen  gedurende 
de  twaalf  jaren  werd  in  verband  gebracht  met  het  werke- 
lijk aantal  levenden.  Voor  leeftijden  beneden  ""t  jaar  ont- 
stond natuurlijk  eene  groote  fout  daardoor,  dat  het  gemid- 
deld aantal  met  de  uitkomst  der  volkstelling  en  niet  met 
het  werkelijk  aantal  geborenen  werd  vergeleken.  De 
grootte  dier  fout  blijkt  genoegzaam  uit  de  volgende  ge- 
tallen : 

aantal  levenden  beneden  'i  jaar  uit  de  volks- 
telling (1849)  =  79406 

yig^  der  overledenen  beneden  ^t  jaar  (1840-1851)  =  17945 
dus  de  sterftekans  wo  =  0,22601. 
Volgens  de  latere  methode  is  : 
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het  totcicil  ciaiital  overledenen  beneden  't  jaar  =  215342 
„  //     levend  aangegeven  kinderen  =  1200551 

zoodat  nu  wo  =  0,17937.   (Zie  Bijdragen  1878,  bladz.  10). 

Eene  voldoende  verbetering  bleef  dan  ook  in  de  volgende 
periode  niet  uit. 

In  de  tweede  periode  ontstond  een  groote  vooruitgang, 
toen  door  Dr.  von  Baumliauer  de  beide  volkstellingen  met  de 
tusschengelegen  sterftestaten  weerden  vergeleken  en  tevens 
de  berekening  der  kindersterfte  beneden  het  jaar  eene  groote 
correctie  onderging.  Daar  deze  zelfde  methode  met  eene 
kleine  wijziging  ook  op  de  periode  1860 — 1869  is  toegepast, 
wordt  de  laatste  hier  uitvoeriger  beschreven.  Ten  dienste  der 
berekening  waren  voorhanden  de  uitkomsten  der  beide  volks- 
tellingen op  31  December  1859  en  1  December  1869,  met 
de  sterfteregisters  gedurende  1860 — 1869;  de  daaruit  voort- 
gesproten sterftetafels  worden  gevonden  in  de  Bijdragen 
tot  de  Algemeene  Statistiek  van  Nederland,  1878, 
Tafel  Va  (voor  mannen)  en  Yb  (voor  vrouwen),  op  bladz. 
36  en  37. 

Vooreerst  nu  moet  in  hét  oog  gehouden  worden,  dat  de  in- 
vloed der  verhuizingen  op  jonge  leeftijden  van  zeer  weinig  in- 
vloed is,  doch  eerst  op  10  a  12jarigen  ouderdom  eenigzins  merk- 
baar wordt ;  verder  was  men  nog  in  het  onzekere  omtrent  het 
geboortejaar  der  overledenen;  immers  alleen  de  ouderdom 
der  overledenen  werd  aangeteekend.  Onderstellen  we  nu  bv. 
dat  in  de  sterfteregisters  van  1880  is  aangegeven,  dat  iemand 
op  3  Februari  1880  op  5-jarigen  ouderdom  is  overleden, 
dan  kunnen  als  uiterste  gevallen  gedacht  worden,  dat  die 

leeftijd   van   5  jaren  juist  op  2  Februari  bereikt  is,  of  dat 

3 
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op  4  Februari  die  van  6  jaren  zou  ingetreden  zijn,  indien 
die  persoon  had  blijven  leven.  In  eerste  geval  is  hij  ge- 
boren op  2  Februari  1875,  in  het  tweede  geval  op  4  Februari 
1874,  vs^aaruit  volgt,  dat  alleen  de  kennis  van  den  ouderdom 
bij  het  overlijden  onvoldoende  is  om  iets  omtrent  het  ge- 
boortejaar te  beslissen.  Van  daar  de  nieuwe  maatregel  om 
bij  het  overlijden  aan  te  geven  den  ouderdom  op  den  1^ 
Januari  van  het  jaar  van  afsterving.  In  Nederland  werd  deze 
maatregel  in  1870  ingevoerd,  (zie  Statistieke  Bescheiden 
voor  het  Koningrijk  der  Nederlanden,  6e  Deel,  Ie  stuk,  bl.  2, 
waar  men  vindt:  //uaar  aanleiding  eener  beslissing  in  de 
zevende  zitting  van  het  Internationaal  Statistisch  Congres  in 
1869  te  ^s  Gravenhage  gehouden,  worden  thans  in  de  sterfte- 
staten  niet  slechts  de  levensjaren  tijdens  het  overlijden,  maar 
tevens  de  geboortejaren  der  overledenen  opgegeven Het  valt 
onmiddelijk  in  het  oog,  dat  het  materiaal  voor  de  alge- 
meene  tafels  daardoor  eene  belangrijke  verbetering  onder- 
ging. 

Om  nu  aan  het  gemis  dier  opgaven  te  gemoet  te  komen, 
werd  aangenomen,  dat  f  der  overledenen  beneden  het  jaar 
geboren  zijn  in  het  jaar,  waarin  de  afsterving  plaats  had  en 
^  in  het  vorige  jaar  (vroeger  werd  daarvoor  ^  genomen  in 
plaats  van  f).  Voor  de  leeftijden  boven  de  10  jaren  werd 
gebruik  gemaakt  van  een  gemiddelde.  Laten  daartoe 
La  ^  ^  ^  ^  en  La  ^  ^  ^  ^  het  aantal  a-jarigen  voorstellen  volgens 
de  uitkomsten  der  volkstellingen  op  31  December  1859  en 
1  December  1869,  dan  stelt 

T      1860, j  1869 

i^a  "T  -La 

2  ~ 
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het  gemiddeld  naiital  a-jarige  personen  gedurende  18G0 — 1869 
voor. 

Eveneens  is  (^Jseo^x)  •  10  het  gemiddeld  aantal  a-jarige 
dooden  in  diezelfde  periode.  Op  1  Januari  1860  waren  echter 
niet  alle  juist  a-jaren  oud,  enkele  hadden  juist  dien  ouder- 
dom bereikt,  andere  waren  misschien  op  "t  punt  hun  (a  +  l)ste 
jaar  in  te  treden,  zoodat  men  aan  kan  nemen,  dat  ze  ge- 
middeld (a  +  I)  jaren  oud  waren.  Om  hieruit  de  a-jarige  te 
vinden,  heeft  men  bijgeteld  de  helft  van  het  aantal,  dat 
tusschen  a  en  a  +  1  jaar  sterft,  zoodat  de  sterftekans  voor 
een  a-jarig  persoon  wordt : 

(^isnTa):10  

i  (La''''  +La'''')  +  i(^;86oTa:  10) 

  "^  1  86  0-*-^   (IQ) 

K  /T    1  86  0     1    T    1  86  9v    ,     .    ^1  86  9rri  ^  ^' 

5  (La         +  La       )  +  i^i86oTa 

volgens  welke  formule  de  sterftekansen  of  liever  het  aantal 
overledenen  op  100,000  levendgeborenen  berekend  zijn.  Af- 
gezien van  het  bezwaar,  dat  het  nemen  van  een  gemiddelde 
dikwijls  medebrengt,  is  deze  wijze  van  berekening,  vooral 
door  de  verbetering  in  de  kindersterfte,  boven  de  voorgaande 
verre  te  verkiezen. 

In  1866  echter  was  reeds  door  Prof.  van  Pesch  in  „Iets 
over  sterf tet  af  els (bl.  59)  de  theorie  gegeven  voor  de  con- 
structie van  een  sterftetafel  in  de  onderstelling,  dat  de  ouder- 
dom der  overledenen  op  den  Isten  Januari  van  hun  sterfte- 
jaar gegeven  was.  Bij  het  opmaken  der  sterftetafels  voor 
1860 — 1869  waren  deze  laatste  gegevens  echter  nog  niet 
bekend;   niettemin  werd  door  deze  nieuwe  methode  een 
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resultaat  verkregen ^  waarop  slechts  eene  zeer  geringe  correctie 
behoefde  toegepast  te  worden  om  een  uiterst  regelmatig 
beloop  der  sterftekansen  te  verkrijgen,  hetgeen  ongetwijfeld 
voor  de  uitnemendheid  dezer  rekenwijze  ten  zeerste  pleit. 

De  beschrijving  daarvan  komt  voor  in  de  Bijdragen,  1878, 
bladz.  5  en  de  daarbij behoorende  formulen  op  bladz.  16;  de 
sterftetafel  zelf  op  bladz.  38  en  39,  Yla  voor  mannen  en 
VIb  voor  vrouwen ;  ook  in  het  meergenoemde  Rapport  aan 
den  Koning,  bladz.  10,  §  3  vindt  men  daarvan  eene  korte 
omschrijving.  Vooral  om  te  doen  zien  op  welke  wijze  met 
de  verhuizingen  is  rekening  gehouden,  is  een  overzicht  der 
gebezigde  formulen  niet  zonder  belang. 

Voor  de  jonge  leeftijden  handelde  men  evenals  vroeger 
vermeld  is,  doch  na  het  12^  levensjaar  werd  rekening 
gehouden  met  den  invloed  der  verhuizingen.  Het  doel 
was  eenvoudig  het  volgende :  te  bepalen,  door  middel  der  uit- 
komsten der  beide  volkstellingen  op  1  Januari  1860  en  1  Decem- 
ber 1869  en  de  sterfteregisters  der  tien  tusschengelegen  jaren, 
hoe  de  bevolking  naar  den  ouderdom  gerangschikt  was  op 
den  Isten  Januari  1861,  1862  enz.  tot  en  met  1  Januari 
1870.  Laat  daartoe  t  het  aantal  levenden  op  eiken  leeftijd 
voorstellen  volgens  de  volkstelling  op  31  December  1859,  en 
^1  84  6  aantal,  wier  geboortejaar  1846  is  en  dat  dus  in  1860 
een  groep  van  13-jarige  personen  vormt.  Blijkt  nu  uit  de  sterfte- 
staten  van  1860,  dat  er  in  dat  jaar  een  aantal  d  overleden 
is,  wier  ouderdom  13 — 14  jaren  was,  dan  zou  tjg^g  — 
dj het  aantal  14-jarige  personen  voorstellen  op  1 
Januari  1861  voorhanden;  maar  niet  alle,  die  op  13-jarigen 
ouderdom  in  1860  overleden,  waren  op  1  Januari  1860  reeds 
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13  jaar  oud,  en  enkele  14-jarige  dooden  liadden  eveneens 
op  1  Jannari  1860  pas  den  ouderdom  van  13  jaren  bereikt ; 
om  hieraan  te  gemoet  te  komen,  werd  door 

,  1/1       1860,     T       186  Ov 

^  846    —    i    (^13  +  ) 

liet  aantal  14-jarigen  op  1  Januari  1860  voorgesteld. 

De  sterftestaten  van  1861  geven  nu 

14 —  15-jarige  dooden,  zoodat  een  aantal  van 

■  ,   /T       1  86  0     1     ^       1  86  0'\  .    ,^       1861     ,     i  186l\ 

^1  846  —  i-(dl3  +^14  ^—ii^lA  +<il5  ^ 

15- jarige  personen  op  1  Januari  1862  voorhanden  is. 
Zoo  voortgaande  zal  eindelijk 

-,  1  86  0     I     T       1  86  0v  .    ,j       1  86  9     ,     j       1  86  9^1 

de  23-jarige  personen  op  31  December  1869  voorstellen. 
Wordt  deze  handelwijze  op  alle  leeftijden  toegepast  en  de 
getallen  der  volkstelling  op  1  December  1869  door  eene 
kleine  wijziging  tot  1  Januari  1870  aangevuld,  dan  zouden 
deze  berekende  bevolkingscijfers  op  1  Januari  1870  volkomen 
moeten  sluiten  met  de  uitkomsten  der  volkstelling  op  dien 
datum,  indien  in  die  10-jarige  periode  geene  verhuizingen 
hadden  plaats  gegrepen  en  er  tevens  ondersteld  mag  worden, 
dat  aan  de  opteekeningen  en  waarnemingen  niets  ontbreekt. 
De  ondervinding  leert  echter,  dat  er  verschillen  gevonden 
worden,  die  hun  oorsprong  in  de  landverhuizingen  hebben. 
Stelt  nu  u  het  bevolkingscijfer  volgens  de  uitkomsten  der 
volkstelling  op  1  December  1869  voor  en  A  het  verschil 
tusschen  ingekomen  en  vertrokken  personen  in  de  periode 
1860 — 1869,  dan  kan  men  stellen  (voor  de  13-jarige  personen) 

„  U  1(A       1  8  6  0  +a       1  8  6  0)__   1((J       1  86  9  +a 

^1  84  6"~  I  ^1  84  6~2-l<^l  3  ^  ^^2  2 

Met  deze  waarden  van  A  werd  nu  aldus  rekenschap  ge- 
houden, dat  de  verhuizingen  zich  geregeld  over  de  tien  jaren 


38 


verspreid   hadden   en  wel  ^\  A  per  jaar,  waarvan  de  lielft 
aan  liet  begin,  de  andere  helft  aan  het  einde. 

Op  1  Januari  werd  dus  het  aantal  (13-jarige)  personen 
vermeerderd  met        A,  zoodat 

•^1846  —  ^1  846  —  2^0^1846 (^0 

het  gecorrigeerde  aantal  levenden  op  13-jarigen  leeftijd  was. 
Gedurende  1860  kwamen  /\  personen  onder  de  waarne- 
ming en  tevens  de  helft  (^^  a)  van  de  in  1861  bijgekomen 
personen,  zoodat  op  1  Januari  1861 

t1861  ,  1860,-,       1860.,  „ 

-L'1  846  —  ^1  84  6  —  2  (^^3  +^^14  )i¥TFAl  846  ^ 

zoo  voortgaande  is  op  1  Januari  1869 

T,1860       ,                              1860,         1860.  1868,n       18  6  8^,,„  1846 

^1  846=tl  846— i(c^l3  +i4  )  ^(^2  1  -^^22 

Op  deze  wijze  werd  met  de  grootst  mogelijke  nauwkeu- 
righeid het  aantal  levenden  op  eiken  oaderdom  op  den  lieten 
Januari  van  elk  der  jaren  1860 — 1869  bekend,  waaruit 
door  middel  der  aantallen  dooden  gedurende  dit  tienjarig 
tijdvak  de  berekening  der  sterftekansen  zeer  gemakkelijk 
werd;  daartoe  werd  de  som  van  de  levenden  op  iederen 
leeftijd  gedeeld  op  de  som  der  dooden;  het  quotiënt  gaf  de 
verlangde  sterftekans.  Nog  werd  eene  kleine  correctie  aan- 
gebracht voor  de  som  der  levenden,  daar  de  ouderdom  bij 
het  overlijden  van  personen  uit  hetzelfde  jaar  van  geboorte 
één  kan  verschillen;  elk  aantal  dergenen,  die  aan  sterfte 
waren  blootgesteld,  voor  elk  geboortejaar  werd  in  twee 
gelijke  deelen  verdeeld,  waarvan  het  eene  bij  de  eene  helft 
uit  het  volgende  en  het  andere  bij  dat  uit  het  voorgaande 
geboortejaar  werd  gevoegd,  zoodat 
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1869    ,  t1869> 
1  8  5  6' 


)-69       ,/T  1860    I   -r  1  86  0.    ,  1861  1861^1  i    i /T  ^  ^  ^  ^  ^  T 

=1(1^1  84  6  +1^1  84  7) +  1(1^1  84  7  +1^1  84  8)+ ^  1  8  5  ö  ^  ^ 

waardoor  ten  slotte 

^1869  1 

^      ^      ^  1  86  0^^1,3    (23) 

13         T         1  86  0-1  86  9  ^  ^ 

-^13 

Hiermede  is  een  overziclit  gegeven  van  de  nieuwe  methode, 
waarvan  de  resultaten,  gecorrigeerd,  voorkomen  in  genoemd 
Rapport,  Bijlage  II  en  III. 

Bij  liet  opmaken  der  nieuwe  sterftetafel  uit  de  10-jarige 
periode  1870 — 1880  zal  gebruik  gemaakt  kunnen  worden 
van  de  opgaven  van  den  ouderdom  der  overledenen,  sedert 
1870  verkregen;  ontstaat  hierdoor  reeds  eene  groote  verbe- 
tering, nog  te  meer  zal  de  tafel  aan  nauwkeurigheid  winnen, 
doordat  het  mogelijk  is  de  waarschijnlijke  fouten  der  sterfte- 
kansen te  berekenen,  waarop  nader  zal  worden  teruggekomen. 

In  het  volgende  hoofdstuk  zullen  we  trachten  een  over- 
zicht te  geven  van  enkele  in  gebruik  zijnde  middelen,  om 
de  onvermijdelijk  aan  de  waarnemingen  overblijvende  fouten 
te  corrigeeren. 


B.   Uit  particuliere  gegevens. 

Het  tweede  materiaal  voor  de  constructie  der  sterftetafels 
bestaat  in  de  opgaven  van  bepaalde  vereenigingen,  zooals 
tontinen,  kloosters,  ziekenbussen,  pensioenfondsen,  maat- 
schappijen van  levensverzekering;  verder  de  tafels  opgemaakt 
uit  de  statistieken  voor  ambtenaren,  mijnwerkers,  spoorweg- 
beambten, enz.  Dit  materiaal  geeft  aanleiding  tot  het  op- 
maken van  bijzondere  sterftetafels,  die  betrekking  hebben 
op  bepaalde  klassen  van  personen,  o.  a.  renteniers,  werk- 
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lieden,  enz.  De  algemeene  tafels  gelden  daarentegen  voor  de 
bevolking  van  een  geheel  rijk  of  provincie.  Bovengenoemde 
gegevens  zullen  echter  niet  altijd  even  geschikt  zijn  om 
bijzondere  sterftetafels  te  construeeren,  daar  ook  hier  met 
vele  bezwaren  te  kampen  is,  waartoe  voornamelijk  de  vol- 
gende behooren :  vooreerst  is  het  aantal  waarnemingen  zelden 
groot  genoeg  bij  ééne  Maatschappij,  tenzij  die  geruim  en  tijd 
bestaan  heeft,  of  tenzij  verschillende  maatschappijen  (zooals 
O.  a.  in  Engeland  gedaan  is),  hare  waarnemingen  tot  een 
geheel  vereenigen:  daardoor  vermeerdert  wel  het  aantal 
waargenomen  personen,  maar  deze  zijn  over  een  zeer  lange 
periode  verspreid  en  daaruit  vloeien  dus  sterftekansen  voort, 
die  op  het  oogenblik  der  berekening,  niet  zoo  geldend  zijn  als 
die  welk  uit  de  resultaten  van  volkstellingen  afgeleid  worden. 
Verder  ontstaan  storende  invloeden  door  die  personen,  welke 
nog  gedurende  hun  leven  om  de  een  of  andere  reden  uit- 
treden en  dus  niet  tot  hun  dood  kunnen  nagegaan  worden, 
terwijl  andere  intusschen  deelhebbers  worden,  welke  invloed 
identiek  is  met  die  der  landverhuizers  bij  de  samenstelling 
der  algemeene  tafels.  Niet  altijd  wordt  de  waarde  van 
algemeene  tafels  even  hoog  geacht  als  die  van  bijzondere; 
terwijl  de  eerste  ons  bekend  maken  met  de  sterfte  over 
een  geheel  rijk,  provincie  enz.,  hebben  de  laatste  meer  be- 
trekking op  bepaalde  klassen  van  personen,  b.v.  op  diegene, 
welke  deelnemers  zijn  van  eene  maatschappij  van  levensverze- 
kering, van  ambtenaren,  officieren  enz.  Vrij  algemeen  wordt 
aangenomen^  dat  de  bijzondere  tafels  een  gunstiger  levenskans 
geven  dan  de  algemeene,  omdat  de  eerste  gewoonlijk  op- 
gemaakt zijn  uit  personen,   die,  zooals  bij  maatschappijen 
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van  levensverzekering,  eerst  dan  deelgenoot  kunnen  worden, 
wanneer  liet  geneeskundig  onderzoek  een  gunstig  resultaat 
oplevert.  Bij  de  algenieene  tafels  zullen  de  groepen  van 
evenoude  personen  in  een  geheel  rijk  genomen  nooit  homo- 
geen zijn,  integendeel  groote  verschillen  vertoonen  in  ge- 
zondheidstoestand^ constitutie,  min  of  meer  gevaarlijke  be- 
trekking enz.  Sedert  echter  de  algenieene  tafels  op  zooveel 
betere  wijze  worden  afgeleid  dan  vroeger  kon  geschieden, 
en  deze  verkregen  worden  uit  een  veel  grooter  aantal  waar- 
nemingen dan  bij  particuliere  instellingen  mogelijk  is,  het- 
geen de  nauwkeurigheid  zeer  verhoogt,  kunnen  deze  tafels 
zeer  geschikt  zijn  voor  het  gebruik  bij  maatschappijen  van 
levensverzekering.  Eene  vergelijking  van  de  algenieene  met 
de  bijzondere  tafels  van  Nederland  uit  de  ondervindingen 
van  een  of  meer  maatschappijen  opgemaakt,  zou  zeer  wen- 
schelijk  zijn,  omdat  eerst  dan  meer  voldoende  over  deze 
vraag  zou  kunnen  beslist  worden. 

Ongetwijfeld  zijn  de  lijsten  van  voornoemde  maatschap- 
pijen zeer  nauwkeurig  en  met  veel  zorg  samengesteld;  daar 
deze  echter  uit  een  ander  soort  materiaal  ontstaan  zijn,  zoo 
kan  de  afleiding  der  sterftekans  op  eiken  leeftijd,  afgezien 
van  de  nader  aan  te  brengen  correctiën,  op  de  volgende 
wijze  worden  gevonden.  Van  het  begin  af,  dat  de  maat- 
schappij bestaat,  is  in  elk  jaar  bekend  hoeveel  12-jarige 
personen  toegetreden  zijn,  en  waargenomen,  hoeveel  daar- 
van vóór  hun  +  l)-ste  jaar  sterven;  de  som  der  laatsten  ge- 
deeld door  die  der  eersten,  geeft  de  sterftekans  voor  een 
;r-jarig  persoon.  De  som  der  overgeblevenen,  nu  (.r  +  l)-jarige, 
vermeerderd  met  de  op  (./  + 1) -jarigen  ouderdom  toegetre- 


42 


denen,  geeft  liet  aantal  aan  «terfte  blootgestelde  personen, 
waarvan  een  bekend  aantal  sterft,  zoodat  het  quotiënt  de 
waarde  van  w^  +  i  leert  vinden;  zoo  voortgaande  vindt 
men  achtereenvolgens  de  sterftekansen  op  eiken  leeftijd. 

De  eerste,  die  op  deze  wijze  een  sterftetafel  geconstrueerd 
lieeft,  was  een  Hollander,  Willem  Kersseboom,  die  een  werk 
uitgaf  onder  den  titel:  //Proeven  van  politique  Rekenkunde, 
vervat  in  drie  Verhandelingen  over  de  menigte  des  volks 
in  de  provintie  van  HoUandt  en  West-Friesland;"  de  eerste 
verhandeling  verscheen  in  1738;  de  beide  andere  in  1742. 
Hoewel  het  niet  zoozeer  zijn  doel  was  een  sterftetafel  te 
geven,  vindt  men  in  zijn  tweede  verhandeling  op  blz.  56 
een  ,/ Tafel  van  Lee  venskracht,  representeerende  het  getal  van 
persoonen,  dewelke  van  een  eerst  getal  leevend  Geboorene, 
namentlijk  1400,  van  jaar  tot  jaar  in  Leeven  zijn.^' 

Al  valt  er  op  deze  tafel  het  een  en  ander  aan  te  merken, 
de  wijze  van  afleiding  laat  evenwel  niets  te  wenschen  over, 
en  zij  steekt  ook  zoo  gunstig  af  bij  de  door  Halley  alleen 
uit  de  doodenlijsten  gegeven  constructie,  dat  het  wel  de  moeite 
waard  is  die  van  Kersseboom  in  het  kort  hier  weer  te  geven. 
Wat  de  gegevens  omtrent  kindersterfte  en  jonge  leeftijden  be- 
treft, deze  waren  zeer  bezwaarlijk  uit  de  opgaven  omtrent  de 
lijfrentetrekkers  te  verkrijgen  en  moest  daartoe  de  toevlucht 
genomen  worden  tot  begrafenislij  sten  (deze  alleen  voor  de  sterfte 
beneden  'i  jaar)  en  andere  waarnemingen.  Voor  de  overige 
leeftijden  was  het  aantal  waargenomen  personen  voldoende 
en  de  wijze,  waarop  Kersseboom  deze  gebruikte,  wordt  in 
de  volgende  bewoordingen  medegedeeld  (Eerste  verhandeling, 
blz.  7):  //Uit  zeer  veel  duizenden  van  gevallen,  in  de  gene- 
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//gotieerde  Lijfrenten  dezer  Provintie  sedert  hondert  vijf  en 
twintig  jaaren^  is  opgenomen,  lioeveel  daar  onder  worden 
//gevonden  van  minder  als  een  jaar  oud,  hoeveel  van  twee 
//jaaren,  lioeveel  van  drie  jaaren  en  zoo  voorts  van  alle  de 
//Soorten  des  onderdoms;  vervolgens  is  exactelijk  aangetee- 
//kend  het  jaar  van  de  afstervinge  van  yder  lijf  in  yder  van 
//alle  de  dassen,  en  daaruit  is  gebleken  op  een  ontwijfelbaare 
//wijze,  welke  specifiqne  afstervingen  in  yder  soort  van  ouder- 
,/dom  of  classe  is  voorgevallen.  Uit  alle  die  specifiqne  be- 
// vindingen  is  geresulteert  eene  generale  Tafel,  behelzende 
//de  particuliere  fataliteit  van  alle  gevallen  des  ouderdoms, 
,/beginnende  met  die  van  minder  als  een  jaar  oud  en  bij 
„enkele  jaaren  voortgaande  tot  liondert  jaaren  toe :  uit  dezelve 
//is  gesproten  de  Tafel  hiervoor  geexhibeert^'  De  bedoelde 
generale  Tafel  is  de  sterftetafel  afgeleid  uit  de  sterfte  der 
lijfrentetrekkers,  die  tot  grondslag  voor  de  bevolkingstafel 
diende,  welke  laatste  ingedeeld  was  naar  ouderdomsklassen 
van  vijf  jaren,  en  die  uit  de  eerste  kon  worden  afgeleid  door  de 
som  te  nemen  van  het  aantal  levenden  in  dezelfde  vijf-jarige 
groepen  als  bij  de  bevolkingstafel  en  deze  sommen  met  20 
te  vermenigvuldigen. 

Aan  Kersseboom  komt  dus  de  eer  toe  de  eerste  geweest 
te  zijn,  die  den  juisten  weg  aanwees  om  een  sterftetafel 
samen  te  stellen ;  andere  na  hem,  zooals  Deparcieux,  Moser, 
erkennen  dan  ook  de  groote  verdiensten  er  van.  Ook  Fischer 
sluit  zich  bij  dit  oordeel  ten  volle  aan,  maar  meent  dat  het 
aantal  waargenomen  personen  niet  groot  genoeg  is  geweest, 
en  stemt  daardoor  geheel  overeen  met  een  van  Kersseboom's 
tijdgenooten,  die  als  Engelschman  niet  goed  verdragen  kon, 
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dat  aan  Parijs  meer  inwoners  werd  toegeschreven  dan  aan 
Londen.  Toen  Kersseboom  n.l.  de  hypothese  stelde  dat  het 
aantal  inwoners  van  een  land  of  stad  gelijk  was  aan  3 5 -maal 
het  aantal  levend  geborenen,  vond  hij  voor  Parijs  610600 
en  voor  Londen  513100  inwoners,  welk  resultaat  door  twee 
Engelsche  schrijvers  betwist  werd,  waarvan  de  één  (Maitland) 
hem  van  partijdigheid  beschuldigde,  de  ander  (Simpson)  het 
aantal  waarnemingen  veel  te  gering  achtte.  In  zijne  derde 
verhandeling  geeft  Kersseboom  eene  gedetailleerde  opgave 
van  een  groot  deel  zijner  waarnemingen,  die  met  deze 
woorden  besloten  worden:  „de  opgegeevene  Observatie ën  zijn 
//maar  een  gedeelte  van  het  groot  getal  der  zelve,  dewelke  ik 
//Op  allerlei  gevallen  van  ouderdom  hebbe  opgemaakt  over 
„een  zoo  groote  meenigte  van  Lijven,  dat  ik  niet  schroom 
//die  te  beramen  op  meer  dan  vijftig  duizend. Hieruit  blijkt 
ten  duidelijkste,  dat  de  onderstelling  van  Fischer  zeker 
ongegrond  en  het  aantal  waarnemingen  voldoende  is. 

Om  over  de  bruikbaarheid  eener  sterftetafel  te  oordeelen, 
doet  men  het  best  de  sterftekansen  na  te  gaan,  die  uit  de 
gegeven  tafel  volgen;  past  men  dit  op  Kersseboom^s  Tafel 
toe,  dan  stuit  men  op  het  bezwaar,  dat  de  aantallen  levenden 
en  dooden  op  eiken  leeftijd  in  zeer  kleine  getallen  gegeven 
zijn  (zie  Tabel  C),  zoodat  het  te  voorzien  is,  dat  eene  kleine 
afwijking  in  het  aantal  dooden  eene  groote  verandering  in 
de  sterftekans  zal  veroorzaken;  werkelijk  is  dit  ook  het  geval, 
zooals  door  de  kromme  K  in  Plaat  I  wordt  aangewezen,  die  de 
sterftekansen  voor  de  opvolgende  leeftijden  volgens  Kersseboom 
aangeeft;  beter  zou  het  wellicht  geweest  zijn  deze  geheel  weg 
te  laten,  omdat  het  onregelmatig  beloop  allicht  een  ongunstig 
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oordeel  zou  doen  vellen,  terwijl  toch  de  Tafel  volgens  de  juiste 
methode  is  afgeleid.  Een  beter  overzicht  wordt  verkregen 
door  de  som  der  levenden  en  dooden  te  nemen  in  5-jarige 
ouderdoms-klassen,  waardoor  de  daaruit  afgeleide  sterftekan- 
sen een  meer  regelmatig  beloop  verkrijgen;  dit  blijkt  uit 
lig.  4,  waar  de  kromme  K  de  sterftewaarschijnlijkheden 
voorstelt  uit  5-jarige  perioden  berekend;  de  groote  onregel- 
matigheden zijn   daaruit  verdwenen,   ofschoon  bij  35 — 40- 

Fig.  4. 
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jarigen  leeftijd  nog  kleine  afwijkingen  voorkomen.  De  beide 
andere  krommen  R  en  E  geven  de  sterftekansen  aan  uit  het 
Rapport  en  de  20  Engelsche  maatschappijen.  Uit  de  figuur 
blijkt,  dat  de  sterfte  volgens  de  tafel  van  Kersseboom  grooter 
is  dan  die  volgens  het  Rapport  en  veel  verschilt  met  de 
kromme  E;  dit  wijst  op  een  gunstiger  levenskans,  dan  ten 
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tijde  van  Ker.s>seboom  gelieersclit  heeft  en  toont  o.  a.  ook 
aan,  dat  niet  alle  bijzondere  Tafels  geringere  sterftekansen 
geven  dan  de  algemeene. 

Na  Kersseboom  zijn  uit  gelijksoortige  gegevens  ook  nog 
de  volgende  tafels  ontstaan  : 

Ie.  de  tafels  van  Deparcieux,  waarvan  er  één  in  1746 
verscheen,  die  afgeleid  werd  uit  de  uitkomsten  van  twee 
tontinen  in  1689  en  1696  opgericht;  vijf  andere  tafels  volg- 
den deze,  die  uit  de  opgaven  van  monniken-  en  nonnen- 
kloosters ontstonden. 

2e.  de  tafels  van  J.  Finlaison,  in  1829  uitgegeven  en  ge- 
construeerd uit  de  tontinen  in  Engeland  en  Ierland ;  de 
geslachten  waren  hierbij  gescheiden. 

3e.  de  Equitable-tafels,  afgeleid  uit  de  ondervinding  der 
Equitable-Society ;  de  eerste  werd  in  1825  door  G.  Davies 
gepubliceerd ;  de  tweede  verscheen  in  1 834,  geconstrueerd 
door  A.  de  Morgan  uit  de  statistieken  der  maatschappij 
van  af  haar  begin  1762  tot  aan  1829;  het  totaal  aantal 
waargenomen  personen  bedroég  21398  met  5144  dooden. 

4e.  de  sterftetafel  van  Brune,  in  1837  verschenen  en  op- 
gemaakt uit  de  58-jarige  waarnemingen  (1776 — 1834)  van 
de  pruissische  Wittwen  verpflegungs-anstalt  te  Berlijn.  Na 
vermeerdering  van  het  aantal  waarnemingen  gedurende  76 
jaren  (1776 — 1852)  maakte  Dr.  Heym  daarvan  gebruik  om 
twee  nieuwe  sterftetafels  te  geven,  opgemaakt  uit  14748 
gestorven  mannen  en  16650  gestorven  vrouwen;  behalve 
door  dit  groote  aantal  waarnemingen  was  ook  de  afronding 
zeer  goed,  zoodat  deze  wel  tot  de  beste  tafels  behooren. 
Uit  dezelfde   opgaven  heeft  ook  Fischer  twee  sterftetafels 
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berekend,  één  voor  mannen  en  één  voor  vrouwen,  voorko- 
mende aan  het  eind  van  zijn  meergenoemd  werk,  ,/Gfründ- 
züge^'  etc. 

5<?.  de  tafel  der  17  Engelsche  maatschappijen  in  1843 
verschenen,  waarbij  het  materiaal  bestond  nit  83905  ver- 
zekerde personen,  waarvan  nog  44867  verzekerd  waren, 
25247  hmi  contract  hadden  opgezegd  en  13791  gestorven 
waren. 

6e.  de  tafels  der  20  Engelsche  maatschappijen,  samen- 
gesteld nit  de  gecombineerde  waarnemingen  der  twintig  voor- 
naamste maatschappijen  van  levensverzekering  in  Engeland, 
Schotland  en  Ierland ;  deze  zijn  zeker  wel  de  beste,  die 
verschenen  zijn,  zoowel  om  het  groot  aantal  waargenomen 
personen  (160426  verzekerden  met  26721  sterfgevallen)  als 
om  de  zorg,  waarmede  het  uitgebreide  materiaal  is  berekend. 
In  /,the  mortality  Experience  of  Life  Assurance  companies, 
collected  by  the  Institnte  of  Actuaries^^  (1869)  komt  eene 
uitvoerige  beschrijving  der  gebezigde  methoden  voor,  ver- 
gezeld van  al  de  oorspronkelijke  waarnemingen,  en  de  daaruit 
afgeleide  waarden  der  sterftekansen.  In  1872  verschenen  de 
door  Woolhouse  afgeronde  tafels  (Tables,  deduced  from  the 
mortality  Experieuce,  etc). 

Alle  voorzorgen  werden  gebezigd  om  de  waarnemingen 
zoo  volmaakt  mogelijk  te  maken,  daar  de  combinatie  der 
verschillende  maatschappijen  allerlei  bezwaren  deed  ontstaan; 
O.  a.  ondervond  men  dat  dezelfde  persoon  bij  meer  dan 
ééne  maatschappij  verzekerd  was  ;  dat  adelijke  personen  onder 
verschillende  titels  waren  opgegeven  of  alleen  door  hun 
familienaam ;   dat  dezelfde  persoon  een  tijd  lang  verzekerd 
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was  en  zich  mi  zijne  uittreding  naderhand  had  herverzekerd  ; 
in  welk  geval  deze  beschouwd  werd  als  twee  verschillende 
personen  op  verschillenden  leeftijd  ingetreden.  Verder  werden 
de  volkomen  gezonde  mannen  en  vrouwen  afgescheiden  van 
degeneU;,  die  bij  het  teekenen  der  polis  in  minder  gunstigen 
gezondheidstoestand  verkeerden  en  werden  ook  die^  welke  aan 
extra  gevaren  waren  blootgesteld  afzonderlijk  geteld.  De  uittre- 
dende personen,  (45376  in  aantal)  werden  behoorlijk  in 
rekening  gebracht.  Zeer  belangrijk  was  ook  het  ingesteld 
onderzoek  in  hoeverre  de  sterfte  onder  de  verzekerden  ver- 
schilde, al  naar  gelang  deze,  na  als  gezond  opgenomen  te 
zijn,  gedurende  één  of  meer  jaren  waren  verzekerd ;  daar- 
door kon  de  invloed  van  het  geneeskundig  onderzoek  worden 
nagegaan.  Daar  de  waarnemingen  echter  te  gering  in  aantal 
waren  om  eiken  leeftijd  afzonderlijk  te  nemen,  werden  groe- 
pen van  5-jarige  ouderdomsklassen  gevormd,  waardoor  een 
grooter  aantal  waargenomen  personen  verkregen  werd;  van 
deze  groepen  werd  nu  nagegaan,  hoe  de  sterfte  was  onder 
de  1-,  2-,  3-  en  meer  jaren  verzekerden,  terwijl  de  sterfte 
afzonderlijk  werd  opgegeven,  als  de  verzekering  5  en  meer 
jaren  geduurd  had.  De  resultaten  van  dit  onderzoek  (op 
bladz.  22  en  27  van  genoemd  werk  medegedeeld)  brachten 
belangrijke  uitkomsten  aan  het  licht. 

Als  voorbeeld  daarvan  kan  de  volgende  tafel  dienen,  die 
de  sterfte  per  100  aangeeft  voor  5-jarige  klassen  van  leef- 
tijden in  de  verschillende  jaren  van  verzekering. 


49 


TAFEL  H^'^.  Mannen  en  Vrouwen. 


LEEFTIJD. 


STEI^FTE     -JP  :Ei  lEl  lOO. 


JAREN  VAN  VERZEKERING. 


0 

0-4 

5—9 

10—14 

15—19 

5  jaren  en 
daarboven. 

10  jaren  en 
daarboven. 

Totaal. 

20- 

-24 

0.34 

0.67 

1.00 

0.75 

0.30 

0.90 

0.64 

0.71 

25- 

-29 

0.26 

0.66 

1.01 

0.96 

0.93 

1.00 

0.92 

0.73 

30- 

-34 

0.53 

0.76 

0.97 

1.03 

0.88 

0.97 

1.00 

0.85 

35- 

-39 

0.43 

0.83 

1.06 

1.12 

1.45 

1.10 

1.17 

0.97 

40- 

-44 

0.37 

0.91 

1.10 

1.27 

1.32 

1.19 

1.28 

1.09 

45- 

-49 

0.72 

1.17 

1.33 

1.47 

1.57 

1.44 

1.52 

1.36 

50- 

-54 

0.65 

1.28 

1.75 

1.86 

1.88 

1.85 

1.90 

1.72 

55- 

-59 

1.04 

1.81 

2.35 

2.59 

2.48 

2.47 

2.52 

2.35 

60- 

-64 

1.03 

2.71 

3.33 

3.38 

3.88 

3.50 

3.55 

3.38 

65- 

-69 

1.42 

3.63 

4.83 

5.29 

4.90 

5.06 

5.11 

4.90 

Vooreerst  blijkt;  dat  de  sterfte  in  het  eerste  jaar  der  ver- 
zekering onder  de  volkomen  gezonden  zeer  gering  is  ;  be- 
halve voor  de  klasse  van  30 — 34  is  de  sterfte  onder  de 
éénjarig  verzekerden  minder  dan  de  helft  der  algemeene 
sterfte  uit  de  laatste  kolom ;  voor  de  minder  dan  5  jaren 
verzekerden  is  zij  ook  nog  minder  dan  deze ;  eerst  voor  de 
meer  dan  5  jaren  verzekerden  overtreft  ze  de  waarden  der 
algemeene  sterfte  of  valt  er  bijna  geheel  mede  samen. 
Hieruit  zou  dus  volgen,  dat  de  gunstige  invloed  van  het 
geneeskundig  onderzoek  ongeveer  5  jaren  duurt. 

Ook  door  F.  B.  Spragne  {„On  the  construction  and  use 
of  a  series   of  select  mortality  Tables,  to  be  employed  in 
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combiiicitioii  witli  tlie  Tnstitute  H^^^''^  TciIiIp.s^^  ;  J(jiirn.  Iiist. 
Act.  vol.  XXI,  hl.  229)  zijn  onderzoekingen  ingesteld  omtrent 
de  afsterving  onder  de  verzekerden  in  de  eerste  5  jaren  der 
verzekering.  Daartoe  werden  ook  gebezigd  de  waarnemingen  : 
//Mortality  Experience  coUected  by  tlie  Institute  of  Actuaries/' 
gecombineerd  in  5-jarige  ouderdomsklassen,  ten  einde  de 
onregelmatigheden,  uit  de  kleine  getallen  voortkomende,  te 
vermijden.  Na  eene  uitvoerige  beschrijving  der  wijze  van 
afleiding,  wordt  de  volgende  tafel  medegedeeld,  die  de  sterfte- 
kansen in  de  5  eerste  jaren  der  verzekering  aangeeft.  Ook 
hieruit  blijkt,  dat  er  steeds  eene  toename  der  sterfte-waar- 
schijnlijkheden  plaats  vindt  in  de  opvolgende  jaren  der  ver- 
zekering. (Zie  Tafel  L  op  bladz.  246). 


LEEFTIJD 

bij  de 
INTREDE. 

Sterftekansen  in  de  jaren  van  verzekering. 

Rapport. 

Ie  jaar. 

2e  jaar. 

3e  jaar. 

4e  jaar. 

5e  jaar. 

20 

0.0050 

0.008550 

0.010281 

0.010709 

0.010825 

0.00970 

25 

0.0045 

0.007371 

0.009029 

0.009585 

0.009458 

0.00955 

30 

0.0045 

0.007128 

0.008575 

0.009225 

0.009431 

0.00932 

35 

0.0049 

0.007585 

0.009057 

0.010077 

0-010933 

0.01027 

40 

0.0055 

0.008415|0.010098 

0.011313 

0.012211 

0.01238 

45 

0.0064 

0.009792  0.011936 

0.013955 

0.015724 

0  01532 

50 

0.0079 

0.012229 

0.015323 

0.018047 

0.020351 

0.01907 

55 

0.0104 

0.016474 

0.021400 

0.025194 

0.028168 

0.02510 

60 

0.0144 

0.023587 

0.032078 

0.037742 

0.041585 

0.03395 

65 

0.0205 

0.035055 

0.050269 

0.054449 

0.058118 

0.04810 

70 

0.0293 

0.052740 

0.075551 

0.083480 

0.092231 

0.0695 

75 

0.0414 

0.078991 

0.115486 

0.124629 

0.134915 

0.1026 
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Worden  de  genoemde  sterftetiifels,  die  ten  slotte  na  de  cor- 
rectie van  Woollionse  het  resultaat  van  dezen  veel  omvattenden 
en  met  zorg  verrichten  arbeid  waren^  met  andere  tafels  verge- 
leken, dan  blijkt  dat  gene  gunstiger  levenskans  geven  dan  deze ; 
ook  hier  toont  de  graphische  voorstelling  van  Plaat  I, 
kromme  E  (Tafel  H^')  en  R  de  verschillen  tusschen  beiden 
aan,  en  zou  daardoor  de  gev^oonlijk  aangenomen  onderstel- 
ling bevestigd  v^^orden,  dat  de  algemeene  tafels  minder  gun- 
stige levenskansen  geven  dan  de  bijzondere. 

De  door  Woolhouse  aangebrachte  correctie  wordt  in  een 
volgend  Hoofdstuk  besproken. 

Tot  de  bijzondere  Tafels  behooren  verder  nog  de  beide 
volgende,  die  voor  korten  tijd  in  Duitschland  verschenen  zijn : 

7e.  de  door  het  Instituut  voor  Levensverzekerings- weten- 
schap uitgegeven  tafels,  die  in  het  vorige  jaar  verschenen 
zijn  (1883);  deze  komen  voor  onder  den  titel  van :  //Deutsche 
Sterblichkeits-Tafeln,  aus  den  Erfahrungen  von  drei-  und 
zwanzig  Lebensversicherungs-Gesellschaften;  Berlin,  1883.^'' 
Zooals  uit  de  inleiding  blijkt,  hebben  23  duitsche  maatschap- 
pijen hunne  waarnemingen  van  de  oprichting  af  tot  aan  31 
December  1875  verzameld,  teneinde  een  groot  aantal  per- 
sonen te  verkrijgen,  waarvan  de  sterfte  kon  worden  nagegaan. 

In  het  geheel  bedroeg  dit  aantal  858500,  waarvan  er  96526 
door  den  dood  en  225597  door  uittreding  gedurende  hun  leven 
buiten  waarneming  kwamen,  zoodat  er  op  31  December  1875 
nog  506377  verzekerd  waren.  Acht  verschillende  sterftetafels 
waren  het  resultaat  dezer  waarnemingen,  vier  voor  mannen 
en  vier  voor  vrouwen,  alle  ongecorrigeerd;  de  2  eerste  tafels 


52 


hebben  betrekking  op  personen  (341744  mannen  en  121606 
vrouwen,  beide  gesclieiclen),  die  na  een  geneeskundig  onder- 
zoek zonder  verhooging  van  premie  werden  aangenomen;  de 
beide  volgende  (90311  mannen  en  30938  vrouwen)  omvatten 
diegene,  welke,  hoewel  een  geneeskundig  onderzoek  onder- 
gaan hebbende,  tegen  verhoogde  premieën  werden  opgenomen 
wegens  meerdere  blootstelling  aan  gevaren  uit  den  aard 
hunner  betrekking  voortvloeiende;  de  5^^  en  60  tafel  zijn 
opgemaakt  uit  degenen  (114894  mannen  en  122558  vrouwen), 
die  niet  volkomen  geneeskundig  waren  onderzocht;  en  ten 
slotte  bevatten  de  beide  laatste  tafels  de  niet-geneeskundig 
onderzochte  personen  (15274  mannen  en  21175  vrouwen). 

De  wijze,  waarop  de  tafels  uit  de  waarnemingen  werden 
afgeleid,  komt  geheel  overeen  met  de  methode,  welke  bij  de 
vroeger  vermelde  constructie  der  tafels  der  20  Engelsche  maat- 
schappijen werden  gebezigd,  terwijl  zeer  uitvoerige  tabellen, 
met  de  oorspronkelijke  waarnemingen  worden  medegedeeld, 
waarbij  met  de  in-  en  uittredenden  op  de  meest  gebruikelijke 
wijze  werd  rekening  gehouden,  zoodat  bij  de  A  personen  op 
f^z-jarigen  leeftijd  aan  het  begin  van  een  kalenderjaar  aan- 
wezig, gevoegd  werd  het  halve  verschil  tusschen  de  op  a  en 
{a  -f  1)  jarigen  ouderdom  in-  en  uittredenden. 

Ongetwijfeld  is  de  samenstelling  dezer  tafels  met  de  noo- 
dige  zorg  verricht;  jammer  is  het  intusschen,  dat  geene  aan- 
dacht geschonken  is  aan  den  invloed  van  het  geneeskundig 
onderzoek  op  de  sterftekansen  in  de  eerste  jaren  der  ver- 
zekering; juist  in  dit  opzicht  munten  de  tafels  der  20  Engelsche 
maatschappijen  uit,  welke  geleerd  hebben  dat  na  5  jaren  van 
verzekering  de  sterfte  als  de  normale  kiin  beschouwd  worden. 
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Eene  vergelijking  van  de  uitkomsten  dezer  duitsche  tafels 
met  andere  gaat  met  bezwaren  gepaard^  daar  eene  afronding 
gelieel  ontbreekt  en  de  sterftekansen  vooral  in  de  eerste 
jaren^  waar  de  tafel  begint^  vrij  groote  sprongen  vertoonen ; 
de  leeftijd,  waarop  de  tafels  aanvangen,  is  die  van  15  jaren, 
terwijl  uit  de  waargenomen  sterftekansen  de  afsterving 
wordt  nagegaan  van  10.000  personen  op  15-jarigen  leeftijd. 
In  de  volgende  tafel  worden  de  sterftekansen  aangegeven 
van  de  eerste  en  tweede  sterftetafel  voor  mannen  en  vrouwen 
afzonderlijk,  terwijl  er  tevens  dezelfde  waarden  uit  de  tafel 
van  bet  Rapport  zijn  naastgevoegd : 


LEEFTIJD. 

WAARDE  DER  STERFTEKANSEN. 

DUITSCHE  TAFELS. 

RAPPORT. 

Mannen. 

Vrouwen. 

Mannen. 

Vrouwen. 

17 

0.00584 

0.00753 

0.00625 

0.00662 

20 

0.00639 

0.00813 

0.00970 

0.00712 

25 

0.00709 

0.01161 

0.00955 

0.00875 

30 

0.00738 

0.01281 

0.00932 

0.01078 

35 

0.00914 

0.01238 

0.01027 

0.01275 

40 

0.01106 

0.01151 

0.01238 

0.01416 

42 

0.01266 

0.01257 

0.01350 

0.01406 

43 

0.01388 

0.01209 

0.01407 

0.01395 

45 

0.01511 

0.01227 

0.01532 

0.01381 

50 

0.01929 

0.01554 

0.01907 

0.01540 

60 

0.03806 

0  03105 

0.03108 

0.02810 

Bij   eene  vergelijking  der  sterftekansen  voor  mannen  en 
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vrouwen  uit  de  tweede  en  derde  kolom  blijkt^  dat  de  sterfte 
onder  de  mannen  tot  aan  den  42 -jarigen  leeftijd  steeds 
kleiner  is  dan  die  der  vrouwen  en  eerst  daarna  het  omge- 
keerde plaats  vindt;  in  dit  opziclit  komt  een  verschil  met 
de  uitkomsten  van  de  tafels  uit  het  Rapport  voor,  bij  welke 
de  sterfte  onder  de  mannen  van  17 — 27  jaren  de  over- 
hand heeft. 

8e.  de  tafels  van  de  Levensverzekerings-Bank  te  Gotha; 
deze  verschenen  in  1880,  onder  den  titel :  //Mittheilungen  aus 
der  Geschafts-  und  Sterblichkeits-Statistik  der  Lebensversiche- 
rungsbank  zu  Gotha,  fiir  die  50  Jahre  1829 — 1878;  Weimar 
1880.'^  Bij  het  50-jarig  bestaan  van  genoemde  maatschappij 
zijn  de  in  dien  tijd  verkregen  ervaringen  gepubliceerd  en 
komt  in  Deel  II  en  V  der  inleiding  een  statistiek  der 
sterfgevallen  voor. 

Het  aantal  waargenomen  personen  bedroeg  81745,  waarbij 
werden  waargenomen  21538  sterfgevallen;  10291  personen 
traden  vrijwillig  uit,  terwijl  er  op  31  December  1878  bij 
het  sluiten  der  waarnemingen  nog  49916  verzekerd  waren. 
In  verschillende  richtingen  werd  een  onderzoek  omtrent  de 
sterfgevallen  ingesteld  en  o.  a.  de  sterfte  nagegaan  naar  het 
beroep  der  verzekerden,  naar  de  oorzaken  van  den  dood; 
verder  werd  de  invloed  der  jaargetijden  op  de  sterfte  onder- 
zocht, terwijl  in  Deel  Y  eene  beschrijving  wordt  gegeven 
van  de  wijze,  waarop  uit  de  waarnemingen  (Tabel 
XXV— XXXV)  de  sterftetafel  is  afgeleid  f Tabel  XXXIV). 

Van  de  uitvoerige  resultaten  zullen  wij  alleen  mededeelen 
een  vergelijkend  overzicht  van  de  verkregen  sterfte  met 
die  van  andere  maatschappijen.    Daartoe  dient  de  volgende 
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Tabel  (zie  bladz.  59  uit  de  inleiding),  waarin  voor  verschillende 
ouderdom  skiassen  de  sterfteprocenten  worden  aangegeven 
naar  die  van  Gotha  en  de  aan  het  hoofd  der  kolommen 
gevoegde  opschriften.  In  de  laatste  kolom  is  daar  nog  bij- 
gevoegd dezelfde  waarden,  zooals  die  uit  het  Rapport 
voortvloeien;  tot  aan  66-70-jarigen  leeftijd  zijn  de  laatste 
hooger,  maar  daarna  voortdurend  lager  dan  die  van  Gotha; 
de  eerste  klasse  15-20  kan  niet  medegerekend  worden,  daar 


OudcrdoTiis 
klasse. 

2 

S  T  E  R  F  T  E  -  P  R  0  (J  E  N  T  E  N 

NAAR 

Gotha 
(M.  e.  V.) 

17  Eng. 
Maat- 
schap. 

20  Eng. 
afgerond 

Maatsch. 
niet  afg. 

Hannov^ 
(M.  e.  V.) 

Sachsea 
(TTeijm.) 
(M.e.V.) 

llapport. 

15- 

-20 

18.7 

0.33 

0.72 

0.58 

0.56 

0.69 

21- 

-25 

23.8 

0.62 

0.77 

0.70 

0.67 

0.75 

0.97 

26- 

-30 

28.5 

0  61 

0  77 

0  78 

V/.  1  O 

1.20 

Vy .  OU 

0  Q4- 

31- 

-35 

33.2 

0.68 

0.90 

0.86 

0.85 

1.12 

1.00 

0.97 

36 

-40 

38.1 

0.84 

0.99 

1.00 

1.00 

1.25 

1.11 

1.14 

41- 

-45 

43.0 

1.01 

1.13 

1.14 

1.13 

1.41 

1.32 

1.41 

46- 

-50 

48.0 

1.36 

1.43 

1.44 

1.45 

1.47 

1.63 

1.74 

51- 

-55 

52.9 

1.86 

1.91 

1.84 

1.83 

1.93 

2.23 

2.23 

56- 

-60 

57.9 

2.77 

2.63 

2.49 

2.48 

2.84 

3.21 

3.02 

61- 

-65 

62.8 

4.05 

3.76 

3.61 

3.62 

3.87 

4.78 

4.16 

66 

-70 

67.8 

6.24 

5.49 

5.17 

5.17 

5.14 

7.29 

5.95 

71- 

-75 

72.7 

9.19 

8.04 

7.96 

7.99 

7.14 

11.23 

8.85 

76- 

-80 

77.6 

13.17 

11.72 

11.82 

11.80 

12.45 

15.85 

12.85 

81- 

-85 

82.4 

19.35 

16.92 

16.71 

16.99 

29.85 

21.34 

18.7 

86- 

-90 

87.2 

29.55 

24.87 

23.43 

23.19 

31.10 

26.2 

91- 

-95 

91.9 

35.90 

40.77 

31.33 

32.91 

45.31 

36.8 
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het  aantal  waargenomen  clooden  slechts  3  bedroeg ;  overigens 
geeft  Gotlia  tot  aan  50  jaren  lagere  sterftekansen  dan  die  uit 
één  der  andere  kolommen. 

9e.  In  Nederland  bezit  men^  behalve  de  Tafel  van  Kersse- 
boom^  nog  een  bijzondere  tafel  en  wel  de  Algemeene  Sterfte- 
tafel  van  de  Nationale  Levensverzekeringbank  te  Rotterdam ; 
deze  in  1875  verschenen,  werd  door  den  Heer  D.  J.  A. 
Samot  bewerkt  en  opgemaakt  uit  de  10-jarige  gegevens  ge- 
durende 1863 — 1872.  Deze  tafel  zou  kunnen  dienen  ter 
vergelijking  van  de  algemeene  met  de  bijzondere  tafels  voor 
Nederland,  zoodat  daardoor  wellicht  iets  zou  beslist  kunnen 
worden  omtrent  de  vraag,  of  het  voor  eene  maatschappij 
voor  levensverzekering  raadzaam  is  gebruik  te  maken  van 
de  uitkomsten  der  algemeene  tafels. 

De  bovengenoemde  tafel  is  opgemaakt  uit  een  groot  aan- 
tal voor  het  meerendeel  aan  een  geneeskundig  onderzoek 
onderworpen  personen,  waarvan  in  Tafel  A  (bl.  23  van 
genoemd  werk)  wordt  aangegeven  het  waargenomen  aantal 
op  lederen  ouderdom  van  O — 85  jaren  (intredende,  uittre- 
dende en  gestorven  personen)  en  in  Tafel  C  (bladz.  26)  het 
aantal  levenden  van  eiken  ouderdom  aan  het  begin  des  jaars 
aanwezig,  vermeerderd  met  de  in  den  loop  van  ieder  jaar 
verzekerden.  Het  aantal  mannen  en  vrouwen  is  afzonder- 
lijk gegeven  en  de  som  van  beiden  gebruikt  voor  de  bere- 
kening der  levenskansen;  de  daaruit  ontstane  sterftetafel  is 
dus  eene  voor  mannen  en  vrouwen.  In  onderstaande  tabel 
vindt  men  een  vergelijkend  overzicht  van  de  sterftekansen 
van  deze  tafel  met  die  der  20  Engelsche  maatschappijen  en 
die   van   het  Rapport,   (allen  gecorrigeerd).    Hieruit  blijkt 
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vooreerst^  dat  de  Rotterdamsclie  Tafel  tot  aan  70-jarigen 
leeftijd  minder  gunstige  levenskansen  aangeeft  dan  de 
Engelsche  en  tevens  dan  die  uit  het  Rapport  (mannen)  tot 
aan  50  jaren  (met  uitzondering  van  x  =  19  en  x  =  20);  eerst 
na  5 O -jarigen  leeftijd  worden  de  waarden  der  Rotterdamsclie 
tafel  gmistiger  en  blijven  dit  tot  aan  100  jaren  toe;  zoo 
ook  voor  de  Engelsche  tafels  na  x  =  70  jaren. 


LEEFTIJD 
X. 

Rotteiu.  laiel. 

20  Eng.  Maatscli. 

RAPPOR  T. 

Mannen  en 
Vrouwen  (gecorr.) 

H*ïi'.  (gecorr.) 

Mannen. 

Vrouwen . 

0 

0.2116 

0.1823 

5 

A  Al  f  O/^ 

O.OloZD 

0.0143  ' 

0.0138 

10 

0.00721 

A  AA      A  C\ 

0.00442 

0.00615 

0.00640 

15 

A   A A/^  1  "1 

O.OOöll 

A  AA  A  /~\  A 

0.00404 

0.00487 

0.00593 

20 

0.00943 

0.00649 

0.00970 

0.00712 

25 

0.01002 

0.00700 

0.00955 

0.00875 

30 

0.01060 

0.00806 

0.00932 

0.01078 

40 

0.01297 

0.01050 

0.01238 

0.01416 

50 

0.01640 

0.01578 

0.01907 

0.01540 

60 

0.02981 

0.02873 

0.03395 

0.02810 

70 

0.06315 

0.06096 

0.0695 

0.0655 

80 

0.1165 

0.1387 

0.1495 

0.1465 

90 

0.267 

0.278 

0.299 

0.268 

100 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

Het 

is  wellicht  hier  de  plaats, 

om  melding 

te  maken  van 

de  wijze,  waarop  bij  de  constructie  der  bijzondere  tafels 
rekening  wordt  gehouden  met  de  uit-  en  intredenden  (dat 
zijn   diegene,   die  vóór  hun  dood  in  den  loop  des  jaars  om 
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verschillende  oorzaken  ophouden  tot  de  waargenomen  per- 
sonen te  beliooren,  of  die  tusschentijds  tot  de  aan  sterfte 
blootgestelden  toetreden). 

Verschillende  formules  zijn  gegeven  hoe  met  deze  beide 
groepen  moet  gehandeld  worden,  waaronder  die  van  Dr.  Hopf 
zeker  wel  de  beste  en  eenvoudigste  is ;  de  onderstelling  toch, 
dat  de  uittreding  regelmatig  gedurende  het  jaar  heeft  plaats 
gehad,  komt  het  meest  met  de  werkelijkheid  overeen;  elk 
der  uittredenden  wordt  dan  beschouwd  in  het  jaar  zijner 
uittreding  slechts  een  half  jaar  tot  de  waargenomen  per- 
sonen behoord  te  hebben.  Is  dan  Lx  het  aantal  x-jarige 
levenden  aan  het  begin  des  jaars,  Tx  het  aantal  dooden 
gedurende  dat  jaar,  en  treden  Ux  personen  uit,  dan  is  de 
sterftekans : 

Wx  =  T   (24) 

i^x  —  ^  Ux 

van  welke  uitdrukking  ook  bij  de  constructie  der  tafels  van 
de  20  Engelsche  maatschappijen  werd  gebruik  gemaakt. 
Minder  juist  was  Brune^s  onderstelling,  die  de  eene  helft 
in  het  midden  en  de  andere  helft  aan  het  einde  des  jaars 
liet  uittreden,  zoodat  het  geheele  aantal  gedurende  een  half 
jaar  en  de  helft  nog  het  volgende  half  jaar  aan  sterfte 
was  blootgesteld,  dus  gemiddeld  f  der  uittredenden  een 
vol  jaar  lang;  volgens  Brune  is  dan 

=  T-Arr  (^^) 

Lx  —  i  Ux 
De  door  Dr.  Heym  gegeven  uitdrukking: 

Tx 

/             4-  TT   \  '^x  -f  Ux 
Wx  =(l--^2+yiL)  (26) 
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waauin  Wx  de  levenskans  voorstelt^  is  afgeleid  uit  de  onder- 
stelling^ dat  de  afsterving  zoowel  als  de  nittreding  regelmatig 
gedurende  liet  jaar  geschied  is  (zie  o.  a.  Fisclier,  bi.  114 
en  volg.);  hieromtrent  valt  echter  op  te  merken^  dat  deze 
eerste  onderstelling  in  strijd  is  met  de  ervaring,  vooreerst 
omdat  bij  een  klein  aantal  dooden  moeielijk  aan  die  eisch 
kan  voldaan  worden  en  ten  tweede,  omdat  de  sterfte  in  de 
verschillende  maanden  niet  even  groot  is,  waardoor  bij  een 
groot  aantal  dooden  de  sterfgevallen  zeer  ongelijk  verdeeld 
zijn.  Ook  Fischer  behandelt  hetzelfde  vraagstuk  en  neemt 
in  plaats  van  eene  regelmatige  afsterving  eene  toenemende 
sterfte  gedurende  het  jaar  aan,  zonder  echter  bij  dit  onder- 
zoek tot  een  nieuw  resultaat  te  komen,  daar  de  einduitdruk- 
king  met  die  van  Dr.  Hopf  overeenstemt. 

Op  hetzelfde  voetspoor  als  Dr.  Heym  wordt  door  den 
Heer  Saniot  voor  de  berekening  der  levenskans  (bij  de  con- 
structie der  Rotterdamsclie  Tafel)  gebruik  gemaakt  van  de 


gevonden 


W 


Tx 


X  =(l  _  üx  -  Jx  +  Tx  \  Ux  — Jx+Tx 

Lx 


(27) 


waarin  Jx  de  intredenden  voorstellen.  Deze  werd  afgeleid 
uit  de  onderstelling,  dat  zoowel  het  uittreden,  als  de  af- 
sterving en  tevens  ook  het  intreden  regelmatig  over  het 
jaar  verdeeld  zijn;  door  reeksontwikkeling  werd  daaruit 
gevonden 

Wx  =  ^  (28) 

Het  is  lichtelijk  in  te  zien,  dat  het  gebruik  der  formule 
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(27)  vrij  omslachtig  en  tijdroovend  is  in  vergelijking  met  (28). 
Om  te  onderzoeken  in  hoeverre  er  verschillen  ontstaan^ 
wanneer  de  eene  of  de  andere  uitdrnkking  wordt  gebezigd, 
is  de  volgende  tabel  berekend,  waar  in  de  kolommen  A  en 
B  de  sterftekansen  zijn  aangegeven,  afgeleid  uit  form  (27) 
en  (28),  beide  in  4  decimalen,  voldoende  voor  de  nauwkeu- 
righeid; de  waarden  volgens  form.  (27)  zijn  genomen  uit 
Tafel  N*'.  1  bl.  28  (van  voornoemd  werk)  na  weglating 
der  3  laatste  decimalen. 


LERFTIJD. 

WAARDE  DER  STERFTEKANSEN. 

Volgens  (27). 

Volgens  (28). 

LEEFTIJD. 

Volgens  (27). 

Volgens  (28). 

A 

B 

A 

B 

1 

0.0896 

0.0894 

40 

0.0157 

0.0157 

5 

0.0152 

0.0152 

45 

0.0138 

0.0133 

10 

0.0072 

0.0072 

50 

0.0174 

0.0174 

15 

0.0055 

0.0055 

55 

0.0197 

0.0197 

20 

0.0102 

0.0102 

60 

0.0298 

0.0298 

25 

0.0078 

0.0078 

65 

0.0458 

0.0458 

30 

0.0129 

0.0128 

70 

0.0578 

0.0578 

35 

0.0122 

0.0122 

75 

0.1062 

0.1063 

De  verschillen  zijn  behalve  voor  den  leeftijd  van  1  jaar 
overal  nul,  waaruit  we  meenen  te  mogen  besluiten  dat  for- 
mule (28)  wegens  de  groote  vereenvoudiging  in  de  bereke- 
ning de  voorkeur  verdient  boven  (27). 


10^.  Ten  slotte  kan  nog  melding  gemaakt  worden  van 
eene  bijzondere  tafel  in    Nederland,  voorkomende  in  het 
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//Rapport  van  de  Commissie,  belast  geweest  met  de  herzie- 
ning van  de  grondslagen,  waarop  de  bestaande  weduwen- 
en  weezenkas  voor  de  Officieren  der  Landmacht  berust/' 
(Gebr.  van  CleefF,  ^s  Gravenhage  1884).  Deze  Commissie 
werd  in  Maart  1879  ingesteld  en  bracht  verslag  uit,  o.  a. 
over  de  vraag:  ,/Naar  welke  bestaande  tafels  de  gelden  bij 
het  deelgenoot  worden  aan  de  weduwen-  of  weezenkas 
moeten  worden  betaald,  of  wel,  of  de  stand  van  officier  — 
het  sterftegetal,  dat  in  oorlogstijd  kan  ontstaan,  in  aanmer- 
king genomen  —  het  ontwerpen  van  bijzondere  tafels  nood- 
zakelijk en  mogelijk  maakt./' 

De  Commissie  meende  geen  gebruik  te  kunnen  maken  van 
de  bestaande  tafels,  maar  eene  nieuwe  tafel  te  moeten  ont- 
werpen naar  de  opgaven  omtrent  de  officieren  en  officiers- 
vrouwen, de  eersten  van  af  1  Januari  1840,  de  laatsten  van  af 
1815,  beide  tot  en  met  1878;  hierbij  werden  tevens  tot 
de  waarnemingen  gerekend  de  officieren  tot  de  landmacht 
in  W.-Indië  behoorende  en  tevens  zij,  die  aldaar  of  in  O.-Indië 
waren  gedetacheerd;  alleen  de  gesneuvelden  werden  niet 
medegerekend. 

Het  aantal  waarnemingen  bedroeg  in  het  geheel  8966, 
waarvan  5276  mannen  en  3690  vrouwen,  waarbij  niet 
medegeteld  zijn,  degene  die  anders  dan  door  den  dood  bui- 
ten den  kring  van  waarneming  geraakt  zijn;  van  velen 
echter  kon  nog  worden  nagegaan,  op  welk  tijdstip  bij  hen 
de  waarneming  eindigde;  niettemin  meende  de  Commissie 
hen  toch  niet  te  moeten  mederekenen  en  niet  als  waarge- 
nomen personen  te  beschouwen  tot  aan  hun  uittreding.  De 
afleiding  der  sterftetafel  was  de  volgende :  vooreerst  was  van 
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ieder  der  per.soiien  de  ouderdom  bekend  bij  het  begin  der 
waarnemingen,  verder  de  datum  van  het  overlijden,  de 
bereikte  leeftijd  en  tevens  de  leeftijd  der  levenden  bij  het 
einde  der  waarnemingen ;  deze  gegevens  waren  voldoende 
voor  de  bepalingen  van  het  aantal  levenden  op  iederen  leef- 
tijd met  de  daaruit  ontstane  dooden,  en  wel  voor  de  man- 
nen van  af  het  19''  en  voor  de  vrouwen  van  af  het  16e  levens- 
jaar. Het  aantal  waarnemingen  was  echter  te  gering,  om 
de  verhouding  tusschen  dooden  en  levenden  voor  eiken  leeftijd 
afzonderlijk  te  bepalen,  reden  waarom  van  deze  de  som 
genomen  werd  van  5 — 5  jaren,  uit  wier  quotiënt  het  aan- 
tal dooden  gevonden  kon  worden  uit  100.000  levenden. 
(Zie  Bijlage  I  voor  de  mannen  en  Bijlage  11  voor  de  vrou- 
wen). Om  nu  de  eigenlijke  sterftetaf el  te  verkrijgen,  werden 
de  aantallen  dooden  uit  die  5-jarige  perioden  als  ordinaten 
uitgezet  (Bijlage  III)  en  een  regelmatig  gekromde  lijn  ge- 
trokken, zooals  bij  de  graphische  afronding  gebruikelijk  is; 
de  ordinaten  van  deze  kromme  geven  dan  het  aantal  over- 
ledenen van  100.000  levenden  op  iederen  leeftijd,  welke  ten 
slotte  dienden  om  de  afsterving  van  100.000  levenden  van 
19  jaar  te  vinden,  waarmede  de  tafel  der  mannen  aanvangt. 

Omtrent  deze  interpolatie  van  de  aantallen  dooden  langs 
graphischen  weg  valt  op  te  merken,  dat  voor  de  mannen  tus- 
schen 19  en  30  jaar  een  betrekkelijk  groot  verschil  tusschen  de 
waargenomen  en  gecorrigeerde  aantallen  dooden  voorkomt,  het- 
geen in  verband  staat  met  den  overgang  van  vele  officieren  naar 
het  leger  in  Indië ;  over  het  verdere  beloop  gaan  de  oorspronke- 
lijke en  geconstrueerde  lijn  vrij  wel  gelijk.  Anders  is  dit  met 
de  lijnen,   die  de  sterfte  der  vrouwen  aangeven;  bij  dezen 
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geeft  de  gecomgeerde  lijn  steeds  een  grooter  acintal  doodeii 
van  21 — 79  jaren,  loopt  dan  tot  81  jaar  daarmede  gelijk 
en  wijkt  verder  beurtelings  naar  beide  kanten  af ;  zoo  is  b.  v. 
op  61-jarigen  leeftijd  het  aantal  dooden  1500  en  ^t  gecor- 
rigeerde 2175  op  lOO.OOO  levenden  van  dien  leeftijd,  gevende 
een  verschil  van  675  dooden.  Beter  zou  het  geweest  zijn 
om  niet  de  aantallen  dooden  maar  de  sterftekansen  af  te 
ronden. 

In  de  volgende  tabel  laten  we  de  sterftekansen  volgen, 
afgeleid  uit  de  sterftetafel  voor  officieren  en  officiersvrouwen 
(Bijlage  4  en  5,  kolom  3  en  4),  benevens  dezelfde  waarden 
voorkomende  in  het  Rapport  aan  den  Koning  enz.  (Bijlage  II). 
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Q 

:  :  L  

S  T  E  11  F  T  E  K  A  N  S  E  N. 

LEEFTIJ 

Officieren. 

Rapport 
Maimeii. 

Officiers- 
Vrouwen. 

1 

Rapport 
'  Vrouwen. 

19 

0  007Q 

0.0088 

0.0058 

0.0070 

20 

0  007Q 

\J  .\J\J  f  O 

0.0097 

0.0059 

0.0071 

21 

0.0098 

0.0059 

0.0074 

22 

0.0098 

0.0059 

0.0077 

23 

0  0081 

yj  •\j\jo  1. 

0.0097 

0.0060 

0.0080 

24 

0  00FI2 

0.0096 

0.0060 

0.0084 

25 

0  008^ 

U.  VUOO 

0.0095 

0.0060 

0.0088 

26 

v.yjyjoo 

0.0095 

0.0061 

0.0092 

27 

0  00S4 

0.0094 

0.0061 

0.0096 

28 

u.uuoo 

0.0094 

0.0061 

0.0100 

29 

0  0086 

0.0093 

0.0062 

0.0104 

30 

0  0088 

0.0093 

0.0062 

0.0108 

31 

0  0r)8Q 

v.UvO  t/ 

0.0094 

0.0062 

0.0112 

32 

0  00Q1 

0.0095 

0.0063 

0.0116 

33 

0  00Q2 

0.0097 

0.0064 

0.0120 

34 

0  00Q4- 

0.0099 

0.0064 

0.0124 

35 

0  00Q6 

0.0103 

0.0065 

0.0128 

36 

0  00Q8 

0.0106 

0.0066 

0.0132 

37 

0.0110 

0.0067 

0.0135 

38 

0  01  00 

0.0114 

0  0067 

0.0138 

39 

0.0105 

0.0119 

0.0069 

0.0140 

40 

0.0109 

0.0124 

0.0071 

0.0142 

41 

0.0114 

0.0129 

0.0074 

0.0142 

42 

0.0119 

0.0135 

0.0076 

0.0141 

65 


STERFTEKANSEN. 

LEEFTIJ 

Officiei'eii. 

Rapport 
Mannen. 

Officiers- 
Vrouwen. 

Rapport 
Vrouwen. 

43 

0.0124 

0.0141 

0.0079 

0.0140 

44  - 

0.0131 

0.0147 

0.0081 

0.0138 

45 

0.0137 

0.0153 

0.0084 

0.0138 

46 

0.0144 

0.0160 

0.0088 

0.0138 

47 

0.0152 

0.0167 

0.0092 

0.0140 

48 

0.0160 

0.0174 

0.0095 

0.0143 

49 

0.0169 

0.0182 

O.OIOO 

0.0147 

50 

0.0179 

0.0191 

0.0105 

0.0154 

51 

0.0189 

0.0201 

0.0109 

0.0162 

52 

0.0198 

0.0211 

0.0115 

0.0170 

53 

0.0210 

0.0223 

0.0121 

0.0180 

54 

0.0221 

0.0236 

0.0128 

0.0189 

55 

0.0232 

0.0251 

0.0137 

0.0200 

56 

0.0243 

0.0268 

0.0145 

0.0212 

57 

0.0254 

0.0285 

00154 

0.0225 

58 

0.0266 

0.0302 

0.0165 

0.0241 

0.0281 

0.0320 

0.0177 

0.0259 

60 

0.030 

0.034 

0.0192 

0.028 

61 

0.032 

0.036 

0.021 

0.031 

62 

Kj.yjöo 

yj.yJöv 

A  AQQ 

63 

0.038 

0.042 

0.025 

0.036 

64 

0.041 

0.045 

0.028 

0.039 

65 

0.044 

0.048 

0.031 

0.043 

66 

0.048 

0.051 

0.035 

0.046 

5 
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p 

i  T  E  11  F  ï  E 

KANSEN, 

LEEFTIJ 



Officieren. 

Rapport 
Mauiieu. 

Officiers- 
Vrouwen  . 

Ra])])ort 
Vrouwen. 

67 

0.052 

0.055 

0.039 

0.051 

68 

0  056 

0.060 

0.043 

0.055 

69 

0  060 

0.064 

0.046 

0.060 

70 

0  065 

0.070 

0.051 

0.066 

71 

0  070 

0.076 

0.056 

0.071 

72 

0.075 

0.082 

0.060 

0.078 

73 

0.081 

0.089 

0.065 

0.085 

.  74 

0.087 

0.096 

0.070 

0.093 

75 

0  001^ 

0.103 

0.077 

0.101 

76 

0  101 

0.111 

0.085 

0.109 

11 

0  108 

0.120 

0.094 

0.118 

78 

0  113 

0.129 

0.103 

0.127 

79 

0  1 27 

0.140 

0.110 

0.137 

80 

0  1 37 

0.150 

0.124 

0.147 

81 

0  148 

0.161 

0.134 

0.158 

82 

0  16 

0.175 

0.146 

0.170 

83 

0  17 

0.187 

0.16 

0.181 

84 

0  10 

0.20 

0.17 

0.19 

85 

0.21 

0.18 

0.20 

86 

0.22 

0.23 

0.19 

0.22 

87 

0.-iJ4 

n  9^ 
yj.óo 

0.20 

0.23 

88 

0.27 

0.26 

0.22 

0.24 

89 

0.30 

0.28 

0.23 

0.25 

90 

0.33 

0.30 

0.25 

0.27 

HOOFDSTUK  II. 

§  1.  Formule  van  Gompertz. 

De  formule  van  Gompertz  is  een  van  de  vele  pogingen, 
die  aangewend  zijn  om  eene  betrekking  te  vinden  tusschen 
den  ouderdom  en  het  aantal  levenden,  dat  uit  een  bepaald 
aantal  geborenen  op  eiken  leeftijd  overblijft.  Sedert  de 
Moivre  liet  eerst  zijn  sterftewet  aangaf  onder  den  vorm 

Lx  =  86  -  X  .  (1) 

zijn  reeds  vele  andere  formulen  gegeven,  die  meer  nauw- 
keurig dan  deze  de  verlangde  betrekking  aanwijzen.  Zeer 
ingewikkeld  waren  die  van  Lambert,  Babbage,  Th.  Young, 
Littrow,  Moser  en  anderen. 

In  ]  825  gaf  B.  Gompertz  in  de  Phil.  Transactions  onder 
den  titel:  //On  the  nature  of  the  function  expressive  of  the 
law  of  human  mortality/'  eene  nieuwe  formule,  die  vooral 
na  de  verbetering  door  Makeham  daaraan  aangebracht,  wel 
van  eenig  belang  kan  geacht  worden,  vooreerst  omdat  reke- 
ning gehouden  wordt  met  de  twee  hoofdoorzaken  van  het 
overlijden  der  volwassenen,  n.1.  het  verminderen  der  levens- 
kracht en  de  toevallige  sterfte,  (die  niet  van  den  leeftijd 
afhangt),  maar  ook  om  het  gebruik  dat  ervan  gemaakt  wordt 
bij   de  berekening  van  lijfrenten  op  twee  of  meer  hoofden. 
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Plet  onderzoek  van  de  toen  bekende  sterftetafels  leidde  Goni- 
pertz  tot  de  gevolgtrekking,  dat  er  tussclien  de  aantallen 
levenden  in  de  opvolgende  leeftijden  een  zoodanig  verband 
bestaat,  dat  deze  eene  afdalende  meetkunstige  reeks  vormen, 
wanneer  de  leeftijden  volgens  eene  rekenkunstige  reeks  toe- 
nemen. Teneinde  nu  eene  analytische  uitdrukking  voor  deze 
wet  te  verkrijgen,  neemt  bij  aan,  dat  voornamelijk  twee  oor- 
zaken den  dood  ten  gevolge  hebben,  vooreerst  eene  toeval- 
lige, die  onafhankelijk  van  den  ouderdom  en  voor  elk  in- 
dividu dezelfde  is,  terwijl  een  tweede  oorzaak  wel  van  den 
leeftijd  afhangt  en  voortdurend  grooter  wordt  met  toene- 
menden  ouderdom.  Wordt  nu  het  totale  weerstandsvermogen 
van  een  persoon  door  de  eenheid  voorgesteld,  dan  volgt  uit 
den  aard  der  zaak,  dat  dit  allengs  vermindert,  naarmate  de 
leeftijd  toeneemt.  Stelt  F(x)  die  afname  voor,  dan  zal  door 
f(x)  —  1  —  F(x)  aangegeven  worden,  wat  er  van  het 
weerstandsvermogen  is  overgebleven  op  x-jarigen  ouderdom. 
Beschouwt  men  F(x),  als  eene  kracht,  die  grooter  wordt 
met  toenemende  x  en  sterftekracht  kan  genoemd  worden, 
dan  zou  f(xj  de  levenskracht  voorstellen,  afnemende  bij  het 
grooter  worden  van  F(x).  Deze  kracht  F(x)  zou  dan  oorzaak 
zijn,  dat  uit  een  groep  levenden  Lx  een  aantal  Lx  (1— F(x)) 
b.  V.  na  een  jaar  nog  in  leven  was  en  er  Lx  F(x)  gestor- 
ven waren.  Omtrent  deze  sterftekracht  neemt  Gompertz  nu 
aan,  dat  zij  in  gelijke  tijden,  hoe  klein  ook  genomen, 
met  een  zelfde  bedrag  vermindert,  zoodat 
d  F(x)  =  «  F(x)  dx. 

waaruit 

F(x)  =  ae^'-x  =  aqx  (2) 
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als  e^-  gelijk  q  gesteld  wordt.  Uit  een  aantal  levenden  Lx 
sterven  nn  in  den  tijd  dx 

d  Lx  =  —  Lx.  F(x)  dx  =  —  Lx  aqx.  dx; 
(waarin  liet  minusteeken  genomen  is^  omdat  Lx  +  dx — Lx  = 
—  dLx);  door  integratie  volgt  uit  deze  vergelijking: 

Lx  =  bg'i'  (3) 

waarin  b,  g  en  q  drie  nader  te  bepalen  constanten  zijn. 

Dit  is  de  oorspronkelijke  vorm^  waaronder  Gompertz  zijn 
sterftewet  mededeelde;  vergeleken  met  andere  meer  samen- 
gestelde sterfteformulen,  zooals  die  van  Young,  Littrow  en 
anderen,  valt  onmiddelijk  de  groote  eenvoudigheid  van  vorm 
in  het  oog,  waardoor  het  gebruik  der  formule  voor  prak- 
tische doeleinden  zeer  geschikt  is. 

Een  tweede  vraag  is  echter  in  hojeverre  die  uitdrukking 
met  de  ervaring  overeenstemt ;  hieromtrent  valt  het  volgende 
op  te  merken. 

Vooreerst  is  bij  de  afleiding  der  formule  alleen  sprake 
geweest  van  eene  vermindering  der  levenskracht,  zoodat  voor 
die  periode,  waarin  juist  eene  vermeerdering  plaats  heeft,  de 
uitdrukking  niet  kan  gelden ;  dit  is  o.  a.  het  geval  bij  de 
jonge  leeftijden,  waar  tot  ong.  14-jarigen  ouderdom  eene 
toename  der  levenskracht  is  waar  te  nemen.  Ook  uit  de 
formule    zelf   blijkt    dit :    immers    de   sterftekans  Wx  uit 

X 

Lx  ==  bg*^^    afgeleid  neemt  de  gedaante  aan 
Wx  =  1  —  m^  ,  waarin  m  =  g 

X 

Wordt  nu  Wx  =  1  —  m^  als  eene  kromme  geteekend,  dan 
is  vooreerst 
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=-I(n.)l(q)  m''\ 

waarin  l(m)   de  neperiaansche  logarithme  van  m  voorstelt. 

Nu  is  voor  alle  sterftetafels  o  <  g  <  1  en  q  >  1^  waar- 
door l(m)  negatief  en  l(q)  positief  is,  zoodat  — -^^^  steeds 

dx 

positief  zal  zijn,  dus  op  een  voortdurend  stijgende  kromme 
wijst;  dit  is  in  strijd  met  de  werkelijkheid,  daar  de  sterfte- 
waarscbijnlijkheids-kromme  van  O  tot  omstreeks  14  jaren 
daalt,  een  minimum  heeft  en  daarna  steeds  blijft  stijgen 
(bij  enkele  tafels  komt  nog  een  tweede  minimum  voor 
tusschen  den  leeftijd  van  20 — 30  jaren).  Voor  jonge  leef- 
tijden is  de  formule  dus  niet  bruikbaar. 

Verder  is  het  licht  in  te  zien,  dat  de  menigvuldige  oor- 
zaken, die  van  invloed  zijn  op  de  sterfte,  zooals  klimaat, 
temperatuur,  ziekten  enz.,  moeielijk  door  een  enkele  formule 
in  rekening  kunnen  gebracht  worden,  zoodat  men  alleen 
benaderde  waarden  van  de  getallen  door  de  formule  gegeven 
verwachten  kan. 

Afgezien  van  deze  beide  bezwaren  kan  men  de  overeen- 
stemming tusschen  waarneming  en  formule  vrij  voldoende 
achten,  blijkende  uit  uitvoerige  tabellen  door  Gompertz 
berekend,  waarin  de  waargenomen  getallen  van  verschillende 
sterftetafels  vergeleken  worden  met  de  berekende  volgens  de 
formule.  De  tafels,  zooals  ze  door  Gompertz  gegeven  zijn, 
volgen  hier  verkort : 
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Leeftijd  x. 

Northampton  T. 

Deparcieux. 

Zweedsche  T. 

Carlisle  T. 

A. 

B. 

A. 

B. 

A. 

B. 

A. 

B. 

1  K 

5423 

848 

0 

5810 

—  22 

6286 

+  14 

5120 

+  30 

811 

+  3 

5583 

0 

6090 

0 

25 

4762 

—  2 

774 

0 

5329 

—  6 

5870 

+  8 

30 

4403 

—  22 

734 

0 

5049 

0 

5628 

+  13 

35 

4021 

—  11 

694 

0 

4741 

+  7 

5360 

+  2 

40 

3630 

+  5 

653 

+  4 

4407 

+  41 

5065 

+  10 

45 

3235 

+  13 

611 

+  11 

4047 

+  24 

4746 

1  Q 

50 

2831 

+  26 

569 

+  12 

3660 

0 

4400 

—  3 

54 

2514 

+  16 

536 

+  2 

3348 

—  62 

4108 

+  35 

De 

constanten  voor  de  verscliillende  tafels  waren 

b 

8441 

1431 

7418 

7774 

g 

0,7404 

0,6634 

0,8562 

0,8692 

q 

1,0261 

1,0164 

1,0307 

1,0282 

In  bovenstaande  tafels  geeft  kolom  A  het  aantal  levenden 
aan  volgens  de  sterftetafel,  terwijl  kolom  B  de  fouten  aan- 
wijst, die  gevoegd  moeten  worden  bij  de  getallen  uit  de 
formulen  berekend,  om  de  aantallen  levenden  te  verkrijgen 
uit  de  sterftetafels,  waarvoor  de  voorgaande  uitdrukking  be- 
rekend is. 

Het  onderzoek  dier  tabellen  leert,  dat  de  verschillen  voor- 
namelijk bij  de  tafel  van  Deparcieux  al  zeer  gering  zijn  en 
een  afwijking  +12  geven  voor  x  =  50;  grootere  verschillen 
komen  echter  voor  bij  de  Zweedsche-  en  de  Carlisle-,  maar 
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vooral  bij  de  Nortlitimptou-tcifel.  In  't  algemeen  vindt  men 
de  kleinste  afwijkingen  tussclien  de  leeftijden  x  =  23  en 
X  =  45,  juist  in  die  periode,  waarin  de  sterfte  het  minst 
veranderingen  ondergaat.  De  constanten  werden  door  Goni- 

pertz  berekend  door  in  de  formule  Lx  =  bg*^  drie  waarden 
voor  Lx  uit  de  tafel  te  nemen,  bij  voorkeur  die,  waarbij  de 
leeftijden  met  gelijke  verschillen  opklimmen,  bv.  L]5,  L30 
en  L45,  en  uit  de  drie  komende  vergelijkingen  de  onbeken- 
den op  te  lossen.  Betere  uitkomsten  zouden  zeker  verkregen 
worden  door  de  toepassing  der  methode  der  kleinste  quadraten, 
waarop  later  teruggekomen  wordt. 

Het  onderzoek  naar  de  overeenstemming  tusschen  waar- 
neming en  formule  deed  duidelijk  aan  het  licht  komen,  dat 
eene  wijziging  noodzakelijk  was  om  zoowel  voor  jonge  als 
ook  voor  hoogere  leeftijden  de  formule  te  kunnen  toepassen. 
Terwijl  enkele  het  middel  zochten  in  de  berekening  van  een 
afzonderlijk  stel  constanten,  dat  alleen  geldig  was  voor  leef- 
tijden van  1 — 20  jaar  en  een  derde  stel  voor  boven  de  50 
jaar,  ging  Gompertz  zelf  geheel  anders  te  werk  door  een 
geheel  nieuwe  formule  te  geven,  die  alle  leeftijden  omvatte. 
Deze  komt  voor  in  een  brochure:  //On  one  uniform  law  of 
mortality  from  birth  to  extreme  old  age  and  on  the  law 
of  sickness,/^  ingezonden  gedurende  de  zitting  van  het  4© 
Internationaal  Statistisch  Congres  (Berlijn  1863).  De  daarin 
vermelde  uitdrukking  is  ontstaan  door  een  nauwkeurig  onder- 
zoek van  de  gegevens  van  verschillende  tafels  en  voornamelijk 
van  Milne^s  Carliste-tafel,  met  betrekking  tot  de  kindersterfte 
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in  de  eerste  maanden  na  de  geboorte  tot  op  éénjarigen  leef- 
tijd en  lieeft  de  volgende  niet  zeer  eenvoudige  gedaante 

log  Lx  =  constante  +  Iq  e^^  —  k2xe2^  —  nq^  —  Px 
of  ook 

L:,  =  cA''^\  B^=\  C<  D^x   (4). 

waarin 

Px  =  a(m)'^'(^-^^^  (5). 

hierin  zijn  kj,       ei,  e^,  ii,  q,  en  ook  a,  tt,  m  en  u  constanten. 

De  enkele  termen  liebben  betrekking  alleen  op  bepaalde 
perioden  van  bet  leven  en  wel 

Lx  =  cA^''.  B^^'.  Cq'  voor  O  <:  x  <  1 

Lx  =  cA''^'.  C^'  ,/    1  <:x<20 

Lx  =  cC*^'  ,/  20<x<60 

Lx  =  cC^  .  D  ^  //    sommige  jaren  vóór  60  en  voor 

alle  volgenden. 

Het  bijvoegen  der  drie  nieuwe  termen  wijst  onmiddelijk  aan, 

waar  de  formule  Lx  =  cg^^    voornamelijk  faalt.   Liimers  de 

enkele  term  C^^  wijst  op  de  bekende  meetkundige  reeks,  waar- 
van Gompertz  oorspronkelijk  uitging;  de  andere  termen  zijn 
respectievelijk  voor  de  kindersterfte  beneden  het  jaar,  voor 
leeftijden  beneden  de  20  jaren  en  voor  die  boven  de  60  jaren. 
Deze  wijziging  der  oorspronkelijke  uitdrukking  kan  echter, 
wat  de  toepassing  betreft,  niet  zeer  gelukkig  genoemd  wor- 
den; het  groote  aantal  der  te  bepalen  constanten  geeft  aan 
de  formule  eene  ingewikkeldheid,  die  veel  van  het  praktisch 
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nut   doet  verloren  gaan,   waar  aan  nauwkeurigheid  wellicht 

zou  gewonnen  worden. 

Voor  de  constanten  worden  nog  de  volgende  waarden 

opgegeven,  geldende  voor  de  Carlisle-tafel : 
logki  =9,2310  —10        logn=::8,75526— 10       u  =  — 90,37 
logk2=9,59375— 10        logq=0,0126  terwijl  a  nagenoeg 

log  ei  =9,76774—10       log  7r=9,98952— 10       =1  is. 
log  e2  =6,34652— 10  log  logm=9,50837— 10. 


§  2.  Wijziging  der  voorgaande  formule  door  Makeham. 

De  oorspronkelijke  door  Gompertz  gegeven  formule  trok 
spoedig  na  haar  verschijnen  veler  aandacht ;  de  ondervinding 
leerde  echter  weldra,  dat  de  reden  der  meetkunstige  reeks, 
waarop  de  theorie  van  Gompertz  berustte,  niet  constant 
bleef,  maar  voortdurend  aan  eene  langzame  maar  gestadige 
vermeerdering  onderhevig  was,  zoodat  het  noodzakelijk  werd 
ten  minste  éénmaal  de  constanten  te  veranderen.  Makeham  i) 
meende  aan  dit  laatste  bezwaar  gemoet  te  kunnen  komen 
door  de  onderstelling,  die  Gompertz  uitgesproken  had,  ge- 
heel door  te  voeren,  dat  de  n.1.  sterfte-intensiteit  niet  werd 
voorgesteld  door  eene  meetkunstige  reeks,  maar  bestond  uit 
de  som  van  twee  termen,  waarvan  een  met  den  leeftijd 

„On  the  principles  to  be  observed  in  the  constructioii  of  nior- 
tality.  Tables"  ;  Journ.  Inst.  Act.  XII,  305. 
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yeranderde,  evenals  bij  de  formule  van  Gompertz,  terwijl  de 
tweede  term   een  constante  is.  In  plaats  dus  van  te  stellen 

F  (x)  =  aq"" 
neemt  Makeham  F  (x)  =  b  +  aq^^ 

waaruit  volgt 

—  d  Lx  =  Lx.  F  (x)  dx  =  Lx  (b+  a  q"")  dx 
en  na  integratie 

Lx  =  ke-^^e  -('^  •  l^^^i'- 
Stellen  we  hierin  e  ^  ^  =  s  en  e  ~     '  ^^8'^  =  g,  dan  wordt 

Lx  =  k       g^'  .  .  .  (6). 

Makeham^ s  formule  neemt  dus  een  meer  samengestelden 
vorm  aan,  terwijl  tevens  het  aantal  van  drie  constanten  met 
één  vermeerdert. 

De  invoering  der  nieuwe  constante  in  F  (x)  =  b  +  aq^ 
wordt  duidelijk  gemaakt  door  eene  tweede  verhandeling : 
,^0n  the  law  of  mortality^^  2),  waarin  Makeham  een  onder- 
scheid maakt  tusschen  de  //tot al  force  of  mortality/'  en  de 
//partial  forces'^ ;  de  eerste  heeft  betrekking  op  de  algemeene 
sterfte  zonder  te  letten  op  de  oorzaken,  die  den  dood  ten 
gevolge  hadden,  terwijl  de  laatste  meer  uitsluitend  op  be- 
paalde ziekten  wijzen,  b.v.  het  aantal  overledenen  aan  long-, 
maag-,  hartziekte  enz.  Van  deze  laatsten  wordt  ondersteld, 
dat  zij  op  alle  leeftijden  met  gelijke  intensiteit  werken,  zoo- 
dat in  F  (x)  =  A  +  Bq^  de  term  A  en  eveneens  B  als 
de  som  van  eenige  partiële  krachten  kan  beschouwd  wor- 
den, b.v.: 


Journ.  Inst.  Act.  XIII,  325. 


76 


F  (x)  =  fai  +  a,  +  +  .  . .)  +  (bj  +  +  b^  +  •  •  •)  q""- 
Het  is  niet  wel  mogelijk  alle  ziekten  te  scheiden  in  die, 
wier  intensiteit  alleen  afhangt  van  de  langzame  vermin- 
dering in  levenskracht  en  in  zulke,  welke  van  andere  oor- 
zaken afhangen,  maar  toch  blijkt  uit  de  uitvoerige  opgaven 
der  Annual  Reports  of  the  Registral  Greneral  of  England, 
dat  het  aantal  dooden  uit  een  groep  van  levenden  aan  een 
bepaalde  soort  van  ziekte  overleden  veel  beter  de  wet  eener 
meetkunstige  reeks  volgen,  dan  wanneer  men  de  geheele 
sterfte  beschouwt.  Ten  bewijze  daarvan  geeft  Makeham  de 
volgende  tabel : 


Ouderdom. 

Total  force 
of 

mortality. 

(1) 

Partical  forces  ot  inortality. 

Longen. 

(2) 

Hart. 

(3) 

Nieren. 

(4) 

Maag. 

(5) 

Hersenen, 

(6) 

25—34 

9574 

772 

514 

174 

464 

638 

35-44 

12481 

1524 

1002 

292 

890 

1180 

45—54 

17956 

3092 

1898 

471 

1664 

1990 

55—64 

30855 

6616 

4130 

937 

3032 

4097 

65—74 

65332 

13416 

8714 

2453 

4837 

9831 

Hierin  geeft  kolom  (1)  het  jaarlij ksch  aantal  overledenen  uit 
1.000.000  levenden,  wier  dood  door  allerlei  oorzaken  werd 
voortgebracht,  de  andere  kolommen  geven  het  aantal  dooden 
uit  hetzelfde  aantal  levenden,  veroorzaakt  door  bepaalde  ziekten. 

Zullen  deze  getallen  aan  de  wet  van  Gompertz  voldoen, 
dan  moeten  de  v^erschillen  der  logarithmen  in  iedere  kolom 
constant  zijn.  In  hoeverre  hieraan  voldaan  wordt,  blijkt 
uit  onderstaande  tabel: 
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Kolom  (1)  ij  (2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

-  0,11516 

-  0,29547 

-  0,28990 

-  0,22483 

-  0,28287 

-0,26706 

-  0,15796 

j-  0,30725 

-0,27743 

-  0,20764 

-  0,27176 

-  0,22697 

-  0,23512 

-  0,33036 

-  0,33765 

-  0,29872 

-  0,26056 

-  0,31361 

-  0,32580 

-  0,30703 

-0,32427 

-  0,41796 

-  0,20285 

-0,38013 

Hoewel  de  kolommen  (2) — (6)  inderdaad  op  een  paar 
uitzonderingen  na  eene  betere  overeenstemming  vertoonen 
dan  kolom  (1),  zoo  laten  de  getallen  nog  wel  iets  te  wen- 
sclien  over.  Wellicht,  zegt  Makeham,  zou  het  karakter 
der  meetkundige  reeks  beter  uitkomen,  indien  een  meer 
nauwkeurige  opgave  van  iedere  ziekte  bekend  was.  Zoo 
wordt  b.  V.  eene  betere  overeenkomst  gevonden  voor  bron- 
chitis afzonderlijk,  die  in  de  voorgaande  tabellen  onder  de 
longziekten  werd  medegerekend.  We  achten  echter  het 
onderzoek  in  hoeverre  het  hier  de  vraag  geldt  van  eene 
meetkundige  reeks  bij  bepaalde  ziekten  van  geen  genoeg 
gewicht  en  te  weinig  praktisch  nut,  om  van  de  uitgebreide 
waarnemingen  van  de  genoemde  Annual  Reports  gebruik 
te  maken;  juist  de  afwijkingen  brachten  Makeham  tot  de 
invoering  der  nieuwe  constante,  want,  zegt  hij  verder : 
//Gompertz's  law  is  traced  much  more  distinctly  in  the 
deaths  arising  from  certain  specified  disaeses,  than  in  the 
deaths  arising  from  all  causes  together.  If  I  have  succeeded 
to  prove  this  object  (and  I  think  that  it  scarcely  can  be 
denied  that  I  have  succeeded)  I  have  justified  the  introduc- 
duction  of  an  additional  term  in  the  formula  representing 
the  total  force  of  mortality.^' 
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Het  (3iiderzoek  naar  de  overeensteimiiiiig  tiisschen  de 
getallen  uit  de  sterftetafel  en  de  waarden  uit  Makeham\s 
formule  afgeleid,  heeft  aan  't  liclit  gebracht,  dat  het  aantal 
levenden  op  lederen  leeftijd  beter  dan  door  Gompertz's  for- 
mule wordt  aangegeven;  ook  hier  gelden  dezelfde  bezwaren 
als  vroeger  bij  de  formule  van  Gompertz  besproken  zijn; 
alleen  voor  middelbaren  leeftijd  kan  de  formule  benaderde 
waarden  opleveren.  Aan  pogingen,  zoowel  van  Makeham 
als  van  anderen,  heeft  het  dan  ook  niet  ontbroken  om  door 
eene  kleine  wijziging  één  enkele  formule  voor  alle  leeftijden 
te  verkrijgen.  Makeham  zelf  ^)  gaat  daartoe  aldus  te  werk : 
eerst  worden  de  waarden  Lx  berekend  voor  de  leeftijden 
beneden  de  20  jaar  door  middel  der  reeds  bepaalde  constan- 
ten en  de  verschillen  gezocht  tusschen  deze  waarden  en  de 
niet  afgeronde  getallen  der  tafel.  Nadat  deze  verschillen 
door  middel  van  een  stel  constanten  x,  (T  en  /  (waarbij  q 
dezelfde  bleef),  berekend  uit  drie  waarden  b.v.  voor  x  =  10, 
17  en  24,  waren  afgerond,  worden  deze  afgeronde  verschil- 
len opgeteld  bij  de  eerste  waarden  van  Lx  en  geven  dan 
de  eindwaarde 

Lx  =  k  s^  g^'  +  ;t  (T         .  (7) 

geldende  ook  voor  leeftijden  beneden  de  20  jaar. 

King  en  Hardy  ^)  ronden  de  quotiënten  en  niet  de 
verschillen  af  en  komen  tot  de  formule 

Lx  =  (k.x).  (s.crf.  (g.;^)^'  (8). 


')  Journ.  Inst.  Act.  XVI.  344. 
Journ.  Inst.  Act.  XXII.  204. 
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Eenigzins  anders  gaat  Lazarus  ^)  te  werk  door  behalve 
de  krachten^  die  Makeliam  had  aangenomen,  nog  een  derde 
in  te  voeren,  welke  mede  als  oorzaak  van  den  dood  te 
beschouwen  is,  zoodanig  echter  dat  ze,  steeds  kleiner  wor- 
dende, bij  omstreeks  x  =  15  geheel  zonder  invloed  is. 
Evenals  vroeger  is  aangegeven,  vindt  Lazarus  dan  de  uit- 
drukking 

Lx^ck^s^'.g^'.  (9) 

waarin  a  en  g  op  de  kindersterfte  betrekking  hebben. 
Op  deze  wijze  kan  men  echter  verder  gaan  en  stellen 
F  (x)  =  a  +  bi  qi""  +  ba  qa""  +  bg  qa""  +  enz. 
waaruit  zou  volgen 

Lx  =  ks''gjl".g/''.g3l"'  enz  (10) 

Voor  de  toepassing  worden  deze  formulen  wegens  de 
bepaling  der  constanten  veel  te  omslachtig,  afgezien  van  de 
vraag  of  een  nadere  overeenstemming  bereikt  zou  worden 
door  het  vermeerderen  van  het  aantal  termen  in  F  (x). 


§  3.  Bepaling  der  constanten. 

De  formulen  van  Gompertz  en  Makeham,  hoewel  van 
theoretische  waarde,  zijn  klaarblijkelijk  niet  de  juiste  uit- 
drukking voor  een  sterfte  wet,  daar  zij  o.  a.  voor  de  kinder- 


„On  Rates  of'  mortality  and  their  causes".  Jourii.  Inst.  Act.  No. 
XCV.  212. 
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sterfte  geheel  onjiii.st  mogen  heeten.  Toch  is  de  Tjepciling 
der  constanten  in  deze  formulen  van  belang,  daar,  zooals 
in  §  4  zal  aangetoond  worden,  met  behulp  van  deze  een 
zeer  groot  aantal  berekeningen,  bij  de  levensverzekering 
noodig,  tot  een  klein  aantal  kunnen  herleid  worden. 

De  best  mogelijke  weg  om  daartoe  te  geraken  is  de 
methode  der  kleinste  quadraten;  de  getallen-waarden,  die 
in  een  ongecorrigeerde  tafel  voorkomen,  kunnen  dan  als 
evenveel  directe  waarnemingen  beschouwd  worden,  door 
wier  combinatie  volgens  bovengenoemde  methode  de  nauw- 
keurigste waarden  der  constanten  worden  gevonden.  Voordat 
hiertoe  wordt  overgegaan,  zullen  eerst  in  ^t  kort  enkele 
andere  middelen  besproken  worden,  die  langs  eenvoudiger 
weg  tot  hetzelfde  doel  leiden,  maar  niet  die  nauwkeurigheid 
kunnen  bezitten  waarop  de  eerstgenoemde  handelwijze  aan- 
spraak maakt. 

Het  meest  voor  de  hand  ligt  vier  waarden  voor  Lx  uit 
de  gegeven  tafel  te  kiezen,  bij  voorkeur  die,  waarbij  de 
leeftijden  met  gelijke  verschillen  opklimmen,  bv.  Lx,  Lx+m, 
Lx+2m  en  Lx+3m.  Worden  dan  de  verschillen  twee  aan 
twee  der  logarithmen  genomen,  dan  verdwijnt  log  k;  daarna 
nog  eens  de  verschillen  nemende,  gaat  ook  log  s  weg,  ter- 
wijl het  quotiënt  der  beide  laatsten  eene  uitdrukking  geeft, 
waarin  alleen  log  q  voorkomt;  de  drie  andere  constanten 
worden  dan  door  middel  van  q  gevonden. 

Stellen  we 

logLx  +  m—    logLx  =  A  log  Lx 
en  A  log  Lx  +  111  —  A  log  Lx  =  A'  log  Lx 
dan  is  q  te  bepalen  uit : 
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m  ^  A'log  Lx  +  m 

^  log  Lx 


(11). 


Zoo  is  voor  de  H"^  tafel: 


X 

log  Lx 

A  log  Lx 

A^ogL. 

20 

3.98297 

—  0,06794 

40 

3.91503 

—  0,07640 

—  0,14434 

60 

3.77069 

—  0,48273 

—  0,62707 

80 

3.14362 

dus  q^^  = 


48273 
7640 


Een  tweede  middel  werd  door  King  en  Hardy  ')  gegeven, 
die  eerst  vier  stel  constanten  kj  .  .k^,  Sj .  .  .  .S4  enz.  bereke- 
nen, wier  eindwaarden  k,  s,  g  en  q  mogen  heeten.  Zijn  dan 
L^x,   L^^x,  L"^x  en  de  vier  waarden  van  Lx  voor  elk 

der  vier  stel  constanten,  dan  stellen  zij 

Lx  =  1X'l^x  .  L"x  .  L'"x  .  L^\; 
nemen    dan  voor  k  en  s  het  arithmetisch  midden,  waar- 
uit volgt 

logL  :=logk+  xlogs-i-  |(q,''log.g,  +  q2|log.g2+  q3'^log.g3+  q4^1ogg4) 
terwijl  uit 

Lx  =  ks^g^  volgt  :  log  Lx  —  log  k  +  X  log  s  +  q^  log.g 
zoodat 

q^  log.g  =  i  { qi  ^  log.gi  +  +  q4''  log  .g4  }  • 

Voor  een  tweeden  leeftijd  x  +  m  ontstaat  een  dergelijke 
vergelijking,  uit  welke  beide  q  en  g  kunnen  gevonden 
worden. 


•)  Journ.  Inst.  Act  XXII,  191. 
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Nog  een  ander  door  hen  gegeven  middel  is  het  vol- 
gende:  laat  2^x^^™~^  log  Lx  voorstellen  de  som  der  loga- 
rithmen  van  alle  waarden  van  log  Lx  van  af  x  tot  en  met 

(x  +  m  —  1),   dan  volgt  uit  Lx  =  ks^g*^  : 
2;^^+i^^-HogLx-m.logk+^  (2x+  m— l)logs+  q^^— ^-log.g 

Li  C[   1 

en  nog  drie  andere  dergelijke  uitdrukkingen  door  de  veran- 
dering van  X  in  x  +  m^  x  +  2m  en  x  +  3m.  De  verschillen 
nemende  twee  aan  twee  en  stellende: 

x  +  2m-l  x+m— 1  x-fm— 1 

+  m  ^^—^^  log  Lx  =  A  ^  ^  log  Lx, 

verkrijgt  men 

A  logLx  =  mMogs  +  q^^— ^  log.g 

benevens  nog  twee  andere  dergelijke  formulen.  Neemt  men 
daarvan  weer  de  verschillen,  dan  is 

A^^^  logLx=q^^-L__^  log.g 

en 

x  +  2m-l  x+m(q'''_l)3 
^   ^x+m         log       =  ^  log-g> 

de  beide  eerste  leden  hiervan  zijn  bekend;  noemende  deze  resp. 
A  en  B,  dan  geeft  het  quotiënt  van  beiden : 

m  B 


A 


dus 


1  loff  B — loff  A 

log  q  =  — 2  ö — 


waaruit  q  gevonden  wordt. 
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Yoor  de  H*^  Tafel  vonden  we  : 


X  =  20  tot  36 
x=:37  „  53 
x  =  54  „  70 
x-:?!  ,/  87 

dan  is 


2^  log  Lx 

A'^log  Lx 

67,30264 

—  1,19561 

66,10703 

—  1,52037  =  A 

—  2,71598 

63,39105 

—  7,25228  B 

—  9,96826 

53,42279 

Eenigzins  anders  gaat  Prof.  Mc.  Cay  ^)  te  werk ;  in  plaats 
van  vier  geïsoleerde  leeftijden  worden  alle  waarnemingen 
gebruikt;  de  logarithmen  der  gevonden  levenskansen  van  af 
X  =  20  tot  X  =  91  worden  in  drie  groepen  elk  van  24  termen 
verdeeld  en  elke  groep  gesommeerd. 


Uit  Lx  =  ks^  g^  volgt 

Wx  =  Sg 

zoodat  Z\  l  log  Wx  =  24  log  s  +  (q-1)  log.g.  ^\  ,^q^ 
en  nog  twee  andere  vergelijkingen.  De  verschillen  twee  aan 
twee  zijn  dan 

(q-l)  log.g  -  K  oq"}  =  K  Ilog  Wx  -  ^\  Jlog  Wx 

en 

(q- 1 )  log.g        Jq''  ~  J,-:  Iq"}  =  ^  'log  Wx  -  ^  Ilog  Wx 
waarin  de  factoren  tussclien  de  accoladen  veranderd  kunnen 
worden  in 


')  „On  the  adjiistment  of  mortality  tables,  with  reference  to  the 
weight  of  the  observations"  Journ.  Inst.  Act.  XXII  27. 
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X-9lX         ^6  7^  68/'-,,         ,  ,  23\ 

q^^  (l  +  q+  ...+  q^^)  =  q^^(q^^-  1 )  (l  +  q  +  •  •  •  +  q^  ^) 
en 

^,67X  43X  44/  23\ 

2  0/-,,         ,  ,       23)  2  0  /     24  1  Wi    ,         ,  ,       2  3") 

q     (l  +  q+  hq    /  =  q     Iq      —  lMl  +  q+---  +  q  / 

wier  quotiënt  q^^  is. 

Het  quotiënt  der  beide  laatste  vergelijkingen  geeft  dus 

q"_^':siogWx-2-::iogWx   (12) 

Om  nu  g  te  vinden  worden  twee  groepen  elk  van  36  termen 
gesommeerd,  Imn  verschil  genomen,  waarvoor  gevonden  wordt 

(q-l)log.g  \^H<i^-2:ll,i-]=2'll\ogW.~^ll\ogW, 
waarin  de  factor  tusschen  de  accoladen  gelijk  is  aan 
(q92_2q56  +q2o).(q_  1)  zoodat 

loc.g=^5eJogWx-^J^log^   (13) 

q92  _  2q56  :,:  q  20 

gevende  de  waarde  voor  g  en  daarna  die  voor  s  en  k. 
Toegepast  op  de  H^'  Tafel  vindt  men: 

^  68  log  Wx  =  —  1,73030      en    ^' log  Wx  =  —  1 ,9 1 285 

2:11     „      =-  0,26586  2:11      >'     =  —  0,16943 

4  3 
2  0 

—  2,08228 


2t\     „      =  —  0,086 1 2  —  2,08228 


146444 

dusq2^=J^3^  log  q  =  0,037959,  q  1,0913. 
Verder  is  : 

^lèlogWx-^^^  logWx=  -  1,74342 
q9  2  _  2q5«  -(-q2o  =  2844,8 
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zoodat         log.g  =  -  ^111^  =  -  0,0006129. 

Ter  vergelijking  van  de  waarde  der  constanten  langs  ver- 
schillende wegen  berekend  (voor  de  H^^.  Tafel^  ongecorri- 
geerd) diene  het  volgende  tafeltje: 

Constanten  uit  de  formule       =  k  s^  «"^i^- 


Ie  manier. 

Mc.  Cay. 

King  &  Hardy. 

Sorley. 

k 

10946 

10908 

10976 

10827 

s 

0,9938 

0,9941 

0,9937 

0,9944 

0,9930 

0,9837 

0,99898 

0,9987 

q 

1,0965 

1,0913 

1,0963 

1,094 

Na  in  het  voorgaande  de  verschillende  handelwijzen  ver- 
meld te  hebben,  die  langs  vrij  eenvoudigen  weg  betrekkelijk 
spoedig  de  constanten  leeren  vinden,  zal  nu  aangetoond 
worden  hoe  van  de  methode  der  kleinste  qua  draten  is  ge- 
bruik gemaakt  om  tot  hetzelfde  doel  te  geraken.  Vooreerst 
kan  uit  de  oorspronkelijke  formule  Lx  =  k  s^gq^  de  uitdruk- 
king voor  de  sterftekans  Wx  afgeleid  worden. 

Uit  Lx  =  k  s^  g^""  volgt  n.1. 

Wx-:"^'     =S.    gq%-l)=:S.  (g^-l)^^' 

stellen  we  hierin  g^~^  =  m  (14) 

dan  is 

Wx  =  1— =  1  —  sm"^'  (15) 

waaruit  k  verdwenen  is. 

De  vorm  der  functie  is  echter  niet  lineair  ten  opzichte 
der  drie  te  bepalen  constanten,  zoodat  hier  de  door  Grauss 
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gegeveü  reeksontwikkeling  moet  toegepast  worden,  waarbij 
men  alleen  de  eerste  machten  der  aan  te  brengen  correctiën 
in  aanmerking  neemt.  Worden  daartoe  drie  willekeurige 
waarden  voor  w^  uit  de  sterftetafel  genomen,  dan  heeft  men 
met  de  bijbehoorende  waarden  van  x  drie  vergelijkingen  ter 
bepaling  van  eene  benaderde  waarde  der  drie  constanten  s, 
m  en  q,  waaraan  nog  correctiën  As,  Am  en  Aq  moeten  aan- 
gebracht worden. 

Ontwikkelt  men  nu  w^  =  1 — sm^  volgens  de  reeks  van 
Taylor,  dan  komt  er 


W  =  Wo  + 


welke  nu  lineair  is  ten  opzichte  van  As,  Am  en  Aq. 

Wordt  nu  voor  w  de  waarneming  uit  een  sterftetafel  ge- 
nomen, dan  neemt  de  waarnemingsfout  den  vorm  aan 

-  +  (£)  ^«  +  (jm)        +  (li)  ^1 

en  is  p  het  gewicht  eener  waarneming,  dan  moet 


F  =  ^p 


^       /dw\  ^         /dw\  ^    i2  ^^^^ 
(w-wo)  +  [-^j  As  +  (j^)  Am  +  (^)  Aq  j  .  .  .  (16) 


een  minimum  worden.  Daartoe  moet  voldaan  worden  aan 
de  conditie- vergelijkingen 

dF  dF  dF 


=  O  1 — X —  =  0  en  1  .    =  O 


d.  As"~  d.  Am  d.Aq 

gevende  de  drie  volgende  vergelijkingen ; 
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Voor  de  verdere  constanten  uit  de  voorgaande  vergelij- 
kingen werd  gevonden: 

-  =  0,99535  =  0,99072        ^-^^  =0,00000002612. 

m  \m/  q 

«i(?^__0,00016162  ''^^U_0,00016087 
q  '  mq  ' 

Met  behulp  der  benaderde  waarden  voor  q,  m  en  s  zijn 

nu  eerst  de  waarden  van  wo  berekend  uit  de  formule  Wo  = 

qx 

1  —  sm    ,  terwijl  de  waarden  van  w  de  waargenomen  sterf- 
tekansen voorstellen;  daarna  werden  de  waarden  der  coëffi- 
ciënten onder  de  ^^-teekens  berekend,  waardoor  de  vergelij- 
kingen (20),  (21)  en  (22)  veranderden  in  de  volgende: 
167125206  As  +    6218881000  Am  —     5186610  Aq=       28106  v 
6218881000  As  +867174020000  Am  — 9182860200  Aq=— 5438090 1 (23) 
-51866610  As  —  91328602000  Am  +    98719900  Aq=       79347 1 
De  hieruit  gevonden  waarden  voor  As,  Am  en  Aq  waren 
de  volgende: 

As  =         0,0005475  s  +As  =0,9957215 

Am=—  0,000010181  zoodat  m  + Am=0,9998118 
Aq  =—0,0000014947  q  +  Aq  =1,0876715 

De  hier  gevonden  correctiën  zijn  voorzeker  al  zeer  gering, 
zoodat  men  de  tweede  machten  zeker  wel  zal  kunnen  ver- 
waarloozen.  Geheel  andere  resultaten  vond  Wittstein  die 
ook  de  door  Gauss  gegeven  reeksontwikkeling  toepaste  ter 
bepaling  van  twee  constanten  in  een  door  hem  gegeven 
sterfteformule ;  de  correctiën  waren  daar  zoo  groot  (§27), 


')  Th.  Wittstein,  Das  mathem,  Gesetz  der  menschlichen  Sterblich?; 
keit;  Hannover,  1883. 
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dat  Wittstein  meent  het  aan  het  weglaten  der  tweede  en 
hoogere  machten  te  moeten  toeschrijven  (§  18). 

Met  deze  door  de  methode  der  kleinste  quadraten  gevon- 
den waarden  der  constanten  hebben  we  de  sterftekansen  be- 

X 

rekend  uit  de  formule  Wx=l  — sm*^  en  deze  vergeleken  met 
de  door  Woolhouse  gecorrigeerde  waargenomen  sterfte-waar- 
schijnlijkheden.  De  resultaten  vindt  men  in  de  volgende  tabel: 


ENGELSCHE  TAFEL 


X 

WAARNEMING. 

Correctie 
WOOLHOUSE. 

Formule 
MAKEHAM. 

0  OOWll 

\J  ^\J\JO  1  1 

0  00^9Q 

\j  f\j\JOLio 

Li  J. 

U,UvU  1  O 

0  00.^^7 

\Jj\J\JOO  1 

99 

v,uv/U0'yb 

0  00547 

U,UU  Ito 

24 

0,00686 

0,00664 

0,00569 

25 

0,00514 

0,00663 

0,00581 

26 

0,00692 

0,00669 

0,00594 

27 

0,00647 

0,00690 

0,00607 

28 

0,00783 

0,00717 

0,00625 

29 

0,00736 

0,00743 

0,00642 

30 

0,00826 

0,00772 

0,00661 

31 

0,00736 

0,00792 

0,00681 

32 

0,00832 

0,00811 

0,00703 

33 

0,00831 

0,00829 

0,00728 

34 

0,00869 

0,00850 

0,00754 

35 

0,00824 

0,00877 

0,00782 

X 

36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
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WAARNEMING. 


0,00885 
0,00956 
0,01029 
0,01063 
0,00987 
0,01047 
0,01071 
0,01059 
0,01180 
0,01235 
0,01251 
0,01415 
0,01409 
0,01527 
0,01650 
0,01741 
0,01702 
0,01719 
0,01895 
0,02296 
0,02309 
0,02389 
0,02512 
0,02534 
0,03114 


Correctie 
WOOLIIOÜSE. 


0,00911 

0,00946 
0,00978 
0,01008 
0,01031 
0,01049 
0,01073 
0,01113 
0,01156 
0,01219 
0,01294 
0,01370 
0,01444 
0,01522 
0,01595 
0,01667 
0,01755 
0,01860 
0,01973 
0,02103 
0,02245 
0,02399 
0,02563 
0,02754 
0,02968 


Formule 
MAKEHAM, 


0,00813 

0,00847 
0,00884 
0,00924 
0,00967 
0,01014 
0,01065 
0,01121 
0,01182 
0,01248 
0,01319 
0,01397 
0,01482 
0,01573 
0,01673 
0,01782 
0,01899 
0,02027 
0,02166 
0,02317 
0,02481 
0,02659 
0,02852 
0,03062 
0,03290 
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Y 
A 

W  AAKNEMING 

Correctie 
WOOLHOUSK 

Formule 
MAKEHAM. 

61 

0,03252 

0,03204 

0  03537 

62 

0,03461 

0,03464 

0  03805 

63 

0,03737 

0,03749 

0,04095 

64 

0,04019 

0,04041 

0,04410 

6.S 

0,04357 

0,04343 

0,04751 

66 

0,04673 

0,04657 

0  05121 

67 

0,04900 

0,04989 

0  05522 

68 

0,05531 

0,05323 

0,05956 

69 

0,06101 

0,05734 

0,06426 

70 

0,05603 

0,06219 

0,06934 

71 

0,06218 

0,06805 

0,07484 

72 

0  07Q72 

0  074-Q4- 

0  Oft07S 

73 

0,07875 

0,08286 

0,08720 

74 

0,10533 

0,09120 

0,09413 

75 

0,09432 

0,09836 

0,1016 

De  onderlinge  vergelijking  der  waarden  van  Wx  uit  de 
derde  en  vierde  kolom  leert,  dat  de  sterftekansen  volgens 
Makeham's  formule  tot  aan  den  leeftijd  43  kleiner  zijn  dan 
de  door  Woolhouse  gecorrigeerde  waarden;  eerst  na  x  =  44 
worden  de  eerste  grooter  en  blijven  dit  tot  den  hoogsten 
leeftijd  toe;  de  verschillen  tusschen  beiden,  hoewel  over  het 
algemeen  nog  al  groot,  zijn  echter  zeer  gering  van  af  x  =  40 
tot  X  =  50,  waar  ze  eerst  in  de  vierde  decimaal  afwijken, 
reeksontwikkeling,  waartoe  men  bij  niet-lineaire  func- 
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tiën  zijn  toevluclit  moet  nemen,  kan  in  sommige  gevallen 
vermeden  worden,  wanneer  het  gelukt  de  gegeven  functie 
door  eene  transformatie  zóo  te  veranderen,  dat  de  te  bepalen 
constanten  onder  een  lineairen  vorm  te  voorschijn  komen. 

Wittstein  heeft  n.1.  onlangs  in  //das  mathematische  Gesetz 
der  menschlichen  Sterblichkeit^'  voorbeelden  gegeven  van  niet- 
lineaire  functiën,  waarbij  eene  reeksontwikkeling  onnoodig 
was  en  tevens  de  regels  vermeld,  welke  hierbij  moeten  ge- 
bezigd worden.  Is  b.v.  J  —  +  dan  kan  daaruit  af- 
geleid worden 

log  y  =  alog  e  +  bx.  log  e 
waarin  de  onbekende  constanten  nu  lineair  voorkomen.  Daar 
deze  handelwijze  ook  is  toegepast  om  de  constanten  uit 
Makeham's  formule  te  bepalen  en  het  hulpmiddel  in  vele 
gevallen  met  vrucht  zal  kunnen  gebruikt  worden,  is  het  niet 
onnoodig  dit  eenigzins  uitvoerig  te  bespreken. 

De  door  Wittstein  gegeven  stelling  is  de  volgende : 
Yan  eene  functie  y  zijn  eene  reeks  van  waarnemingen 
Al,  A2  .  .  enz.  met  gewichten  pi,  p2  .  .  enz.  gegeven;  de 
constanten  worden  bepaald  door  de  som  der  quadraten  der 
fouten  van  deze  functie  tot  een  minimum  te  maken.  In  plaats 
daarvan  kan  men  evengoed  de  som  der  quadraten  van  de 
fouten  eener  willekeurige  functie  van  y,  b.v.  F(y)  tot  een 
minimum  maken  ,  mits  aan  iedere  waarneming  een  gewicht 
p^  gegeven  worde,  dat  met  p  in  de  volgende  betrekking  staat 


(24) 


waarin  k  een  willekeurige  en  voor  alle  waarnemingen  posi- 
tieve constante  is. 
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Immers  zal  voor  dezelfde  waarde  der  constanten,  zoowel 
-S"  p  (y— A)  2  als  ^  [F(y)  —  F(A)]^  een  minimum  worden, 
dan  moeten  alle  termen  van  de  eene  som,  term  voor  term, 
öf  gelijk  zijn  aan  de  overeenkomstige  termen  der  andere  som, 
of  daarvan  een  zelfde  factor  verschillen,  zoodat 

p(y_A)2_ 

P^[F(y)-F(A)p-  ^ 

waaruit  _P_^  k  [F(y)  -  F(A)]^ 

pi  [y-A]^ 

daar  echter  de  fouten  (y — A)  en  F(y)  —  F(A)  klein  zijn  in 

vergelijking  met  de  te  bepalen  grootheden,  mag  men  ook 

schrijven 

i^-^cwy  <-). 

De  oorspronkelijke  formule  van  Makeham  kan  nu  voor- 
eerst tot  de  volgende  gedaante  gebracht  worden  (zie  form.  15) : 

Wx  =  1  —  sm^ 
waaruit  deze  andere  volgt 

log.  log   ^  =  X  logq  +  log  log  m  .  .  .(26) 

welke  nu  lineair  geworden  is  ten  opzichte  der  onbekende 
constanten  log  q  en  log  log  m.  Met  betrekking  tot  de  constante 
s  in  (26)  ontstaat  hier  een  bezwaar,  daar  deze  mede  tot  de 
onbekenden  behoort;  in  verband  met  het  voorgaande  blijkt 
echter  dat  de  aan  te  brengen  correctie  klein  is,  wanneer 
men  s  door  middel  van  vier  waarnemingen  berekent,  zoodat 
voor  s  een  middenwaarde  aangenomen  is  uit  vier  stel  waarden 
der  constanten  berekend. 

Is  nu  weder  w  de  uit  de  tafels  genomen  sterftekans,  dan 
heeft  de  waarnemings-fout  den  volgenden  vorm: 


9& 


/l— w\ 

X  log  q  +  log  log  m  —  log  log  I  — ^ —  I 
en  dan  moet 

^1^^     X  log  q  +  log  log  m  —  log  log  ^i- j 

een  minimum  worden.  De  differentiaal-quotiënten  ten  op- 
zichte van  log  q  en  log  log  m  gelijk  nul  gesteld,  geven  dan 
de  beide  volgende  vergelijkingen  ter  bepaling  van  logq  en 
log  log  m : 

^(p^x^).  logq  +  ^(p^x).  loglogm  =  ^rpixloglog^^ — j 

1  (27) 
piloglog^— 11 

Voordat  deze  vergelijkingen  worden  toegepast,  is  er  om- 
trent het  gewicht  van  elke  waarneming  nog  het  volgende 
op  te  merken.  Uit  den  aard  der  waarnemingen,  die  tot 
grondslag  voor  een  sterftetafel  dienen,  volgt  dat  niet  op  alle 
leeftijden  telkens  een  even  groot  aantal  levenden  aan  sterfte 
is  blootgesteld,  zoodat  de  waarden  der  sterftekansen  op  de 
onderscheidene  leeftijden  niet  hetzelfde  gewicht  hebben.  Daar 
deze  omgekeerd  evenredig  met  de  vierkanten  der  waarschijn- 
lijke fouten  zijn,  zoo  kunnen  de  gewichten  berekend  worden, 
wanneer  men  de  waarschijnlijke  fout  van  elke  waarneming 
bepalen  kan.  Is  p  het  gewicht  eener  waarneming,  dan  geeft 
Wittstein  daarvoor  de  uitdrukking  ^^-^ 

 •  •  •  •  (28) 


^  w(l-w) 

waarin  L  het  waargenomen  aantal  levenden  en  w  de  daar- 
uit berekende  sterftekans  is.    De  afleiding  van  de  uitdruk- 
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king  voor  de  waarschijnlijke  fout  wordt  door  Wittstein  in 
zijn  Mathematische  Statistiek  gegeven 

De  nieuwe  gewichten  moeten  nu  bepaald  worden  uit 
de  formule 

JP_.  /df(A)\^ 

Daartoe  is: 

df(A)     d.  log,  log.  1=^  ^ 
dA    ~       d(l— w)  ~(l--w)log^?zZ^ 

waarin  e  de  basis  der  Neperiaansche  logarithmen  is ;  dan  wordt 

■(i-wr.(iog(^-)J 


Zij  W  de  waarschijnlijkheid,  dat  een  x-jarig  persoon  na  verloop 
van  één  jaar  nog  in  leven  is;  laat  verder  door  de  ervaring  gegeven 
zijn,  dat  uit  L  x-jarige  personen  nog  in  leven  zijn  na  één  jaar,  dan 
zou  de  waarschijnlijkheid  dier  gebeurtenis  gegeven  worden  door  de 
uitdrukking 

r(L^)r(L-L')-       ^  ^ 

en  dus  de  waarschijnlijkheid  P  van  de  hypothese  W 

P-       W^\l-W)^^-^^'   (29) 


y^'w^'  (1— w) 


dW 


waarvan  de  noemer  door  de  Eulersche  integralen  der  Ie  en  2e  soort 
aldus  getransformeerd  kan  worden : 


zoodat 
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terwijl,  als  men  k(log  e)*  =  1  stelt 

=  p  (1-w)^  (log  ^)';  (37) 


van  deze  vergelijking  is  gebruik  gemaakt  om  de  waarden 
van  pi  te  berekenen. 


en  dus 

P  =  r (L-  +  [).r (t - L-  +  i) (1  - W)^ - ^'  ...  (30) 

dP 

Uit  ^p— V  =  O  volo-t  dat  P  een  maximum  waarde  heeft  voor  W  =  die 
dW  "  L 

men  als  de  waarschjinlijkste  waarde  kan  besclioawen. 

De  waarscliijnlijkheid,  dat  de  waarde  van  W  een  bedrag-  u  van  zijn 
waarscliijnlijkste  waarde  afwijkt,  vindt  men  door  de  substitutie  van 

W  =  ~  -f  u  in  de  uitdrukking  voor  P ;  deze  wordt  dan 


r(L'  +  lM^(L-L^+l)  \    h    J  V^LV      V  l-lV 

Zijn  nu  L  en       groote  getallen,  dan  geeft  de  formule  van  Stirling 

r(L4-l)==4.2.3....  L=:"l/"2^.  e~^-L^  +  '/2 
en  eveneens  voor  r(L  +  2),  r(L^  f  1)  en  /"(L  — +  1);  na  vereen- 
voudiging en  stellende 

^  '   (32) 


2      (L  -  L^) 
verandert  (31)  in  : 


de  ontwikkeling  dier  logarithmen  geeft  dan 

'uL    lu^L^     \     ^  uL      1    u^L^       \  „ 


(33) 


of  ook  in  verband  met  (32): 
zoodat 


'2L^(L— 


IP  =  1    A_^^  -  uMi^ 
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De  voorgaande  vergelijkingen  (27)  zijn  gebmikt  ter  be- 
paling der  constanten  m  en  q  voor  de  Tafel,  evenals 
vroeger;  daarbij  is  voor  s  de  middenwaarde  0,9938  aange- 


dus 

P--^.    e-"^^-  (34) 

Hieruit  volgt  voor  de  waarschijnlijkheid,  dat  de  waarde  van  W 
tusschen  ^  -|-  u  en        ^  —  u  ligt, 

Li  Li 


2h 


f  e-"=""  du  =2  /•^-t»,^. 


is  nu  r  die  waarde  van  u,  waarvoor  de  laatste  integraal  gelijk  Va 

wordt,  dan  is,  zooals  bekend  is,  0,476936  =  r.  h. 

0,476936  0,6745 
h— =  ïrF2' 

deze  waarde  van  r  geeft  dan  de  waarschijnlijke  fout  van  W  aan,  en 
neemt  nog  in  verband  met  (32)  den  volgenden  vorm  aan 


r  =  0,6745.  =0,6745  ]/" ^-^'-^^ 

of  r  =  0,6745.  |/" w(l_zZ) 

of  daar  de  middelbare  fout  m  in  betrekking  tot  r  staat,  aangegeven 
r 

door     m  =  q  5745'  vindt  men  dat 

m=|/"^p4  (35) 

De  gewichten  van  twee  waarnemingen  zijn  nu  omgekeerd  evenredig 
met  de  vierkanten  hunner  middelbare  fouten,  zoodat 
p:p^  =  m^^:m* 

Wordt  nu  als  eenheid  van  gewicht  aangenomen  het  gewicht  van 

die  waarneming,  waarvan  de  middelbare  fout  =  1  is,  dan  is 

p.^^l.^w(l-w) 
L 

waaruit 

 (36) 

^      w(l— wj 
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nomen  De  gebruikte  waarnemingen  zijn  70  in  aantal, 
van  af  x  =  20  tot  en  met  x  =  89. 

De  uitkomst  der  berekeningen  was  de  volgende  : 

1827,32    ^^p^x.loglog^^^  j  =204554,15(-) 
2^(pix)  =  114704.3  en 

^(pix2)=z  7448431 .  ^  ^     log  log  ^^^^  =  3415,45(— ) 

zoodat  de  vergelijkingen  (27)  werden: 
744831   l  ogq  +  1 14704,3  log(— logm)=—  204554,15 1 
114704,3  logq  +     1827,32 log(—logm)=—     3415,45)  ^^^^ 
waaruit  werd  afgeleid  : 

453590496.  logq  ==  17980912 

logq  =  0,0396413   (39) 

en     log  (—  log  m)  =  —  4,3574614  =  5,6425385—10 
Om  hieruit  g  te  berekenen,  volgt  uit  m  =  g  ''""^ 
log  log  g  =  log  (-log  m)—  log  (q— 1) 
gevende       log  log  g  =  6,6622 178— 10  (— ) 

logg=  —0,00045942   (40) 

of  ook  q  =  1,0955 

m  =  0,99990.  Vergeleken  met  de  vroeger  gevonden 
waarden  q  =  1,0876  en  m=  0,9998  vertoont  q  een  betrek- 
kelijk groot  verschil,  terwijl  voor  m  vrij  wel  dezelfde  waarde 
gevonden  wordt. 


Omtrent  de  waarde  van  s,  welke  hier  gekozen  is,  dient  opge- 
merkt te  worden,  dat  deze  berekening  aan  de  vroeger  vermelde  is 
voorafgegaan,  zoodat  de  daar  verkregen  waarde  van  s  nog  niet  be- 
kend was;  de  groote  omvang  der  berekeningen  was  oorzaak,  dat 
geen  gebruik  meer  kon  gemaakt  worden  van  de  door  de  methode 
der  kleinste  quadraten  bepaalde  waarde. 
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Hoewel  de  omvang  der  berekeningen  volgens  de  beide 
laatste  manieren  vrij  wel  gelijk  is^  zoo  zou  toch  met  het 
oog  op  de  kleinheid  der  aan  te  brengen  correctiën  de  eerste 
methode  de  voorkeur  verdienen^  omdat  de  derde  constante 
hierbij  rechtstreeks  bepaald  wordt;  bij  de  tweede  manier  is 
men  genoodzaakt  voor  s  een  langs  anderen  weg  berekende 
waarde  aan  te  nemen;  dit  laatste  bezwaar  zou  bij  de  for- 
mule van  Gompertz  niet  voorkomen. 

Immers  uit  L 

zou  volgen  w 

als  wederom  g^"^ 

log  log  (1 — w)  =  X.  logq  +  loglogm  (41) 

die  lineair  is  ten  opzichte  van  log  q  en  log  log  m. 

Het  voorgaande  door  Wittstein  voor  ^t  eerst  gegeven  mid- 
del ter  bepaling  van  de  constanten  in  sommige  niet-lineaire 
functiën  leidt  somtijds,  zooals  ook  in  Makeham^s  formule 
gebleken  is,  tot  gevallen,  waarbij  niet  alle  constanten  in  een 
functie  na  transformatie  lineair  voorkomen.  Dit  bezwaar 
ondervond  ook  Wittstein  bij  zijne  poging  om  in  een  door 
hemzelf  gegeven  sterfteformule  het  genoemde  middel  toe  te 
passen.  In  zijn  meergemelde  brochure  „Das  mathematische 
Gesetz  der  menschlichen  Sterblichkeit^'  (Hannover,  1883) 
geeft  hij  als  uitdrukking  voor  de  sterftewaarschijnlijkheid : 

w  =  a-(M-'')"  +^a-("''>°  (42) 

m  ^  ' 

waarin  a,  M,  m  en  n  vier  te  bepalen  constanten  zijn. 


=  i_gï''(q-')  =  l_m^' 

=  m  gesteld  wordt ;  en  dus 


101 


In  kort  is  de  afleiding  de  volgende.  Uitgaande  van  de 
Moivre's  formule  L  =  N  —  waarin  L  liet  aantal  levenden 
uit  ]Sr  geborenen  voorstelt,  wordt  hieruit  eerst  afgeleid  dat 
de  sterftekans 

dL  1       ,  1 

of 


L.  dx  ~  N— X  ~  1  +  (M— x) 
is,  waarin  nu  M  de  hoogste  leeftijd  voorstelt,  waarojD  nog 
levenden  in  een  sterftetafel  voorkomen;  de  laatste  uitdruk- 
king voldoet  aan  de  noodzakelijke  voorwaarde,  dat  voor  M  =  x 
de  waarde  van  w  gelijk  1  wordt.  Alleen  op  deze  voorwaarde 
steunende,  geeft  hij  verder  de  volgende  functie,  die  ook  door 
de  gemelde  conditie  vervuld  wordt,  n.1. 

 1^  

welke  beschouwd  kan  worden  ontstaan  te  zijn  door  de 

reeksontwikkeling  van  a~*-^^~^^  ;  dit  vormt  dan  de  eerste 
term,  waarbij  echter  de  ervaring  leerde,  dat  de  daaruit 
berekende  waarden  van  w  voor  leeftijden  beneden  de  20 
jaar  te  groote  afwijkingen  vertoonden.  Een  tweede  term 
was  dus  noodzakelijk,  en  om  dezen  te  vinden  ging  Wittstein 
van  de  eigenschap  uit,  dat  de  sterfte- waarschijnlijkheids- 
kromme  een  minimum  bezit;  naar  analogie  met  de  verge- 
lijking van  de  kettinglijn  y  =  i  e^  +  |  e~^,  waarvan  elke 
term  afzonderlijk  niet,   wel  hun  som  een  minimum  heeft, 

wordt  bij  de  functie  a~^^^~^^   nog  deze  andere—  a~*^^^^^^ 


m 


gevoegd,  zoodat  de  kromme 


m 

aan  gemelde  voorwaarde  voldoet;  de  tweede  term  heeft  dan 
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uitsluitend  op  de  kindersterfte  betrekking.    Van  de  te  bepa 

len  contanten  neemt  Wittstein  M  =  97  en  m  =  6  zoodat 

>n  .  1 
6 


w  =  a-^'^^-^^  +-.--a  -(^^)"  (43) 


terwijl  de  beide  anderen  gevonden  worden  door  meergemelde 
transformatie.    Daartoe  wordt  de  tweede  term  eerst  buiten 

rekening  gelaten  en  uit     w  =  a        ~~  afgeleid 

log  log  ~.  =    log  (M — x)  +  log  log  a  (44) 

die  lineair  is  ten  opzichte  van  n  en  log  log  a.  Volgens  de 
vroeger  beschreven  en  toegepaste  manier,  vindt  Wittstein 
voor  dezelfde  tafel  der  20  Engelsche  maatschappijen  H^: 

a  =  1,41863  en  n  =  0,63507, 
welke    echter    als  eerste  benaderingswaarden  moeten  be- 
schouwd worden;  na  herhaling  der  bewerking  met  de  functie 

w — c  =  a~  (^—^)    waarin  c  =  —  a  is, 

m  ' 

vond  hij  ten  slotte 

a  =  1,41790    en    n  =  0,63549, 

zoodat 

0,63549      1  ^  0,63549 


0,63549  1 

w=l,41790-<9'-'=>  +g-l,41790-(*5'^) 


(45) 


In  Tafel  F.  blz.  55  geeft  Wittstein  de  waarden  der  sterfte- 
kansen door  middel  van  (44)  berekend  met  behulp  der  laatste 
gegeven  waarden  van  a  en  n.  Eene  vergelijking  van  deze 
met  de  door  Woolhouse  gecorrigeerde  waarden  der  tafel 
en  tevens  met  de  vroeger  vermelde  uitkomsten  van  Make- 
ham's  formule  wordt  daardoor  mogelijk  en  volgt  hier  in 
onderstaande  tabel : 
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STERFTEWA ARSC  HIJNLIJ  K  HEDEN  VOLGENS 

LEEFTIJD 

20  Eng.  Maatsch. 

Formule  van 

Formule  van 

X. 

HM  Tafel  (afger.) 

Makeham. 

Wittstein. 

10 

0,0049 

0,0041 

15 

0,0029 

0,0036 

16 

0,0032 

0,0037 

17 

0,0039 

0,0037 

18 

0,0048 

0,0039 

19 

0,0057 

0,0039 

20 

0,0063 

0,00529 

0,0041 

25 

0,0066 

0,0058 

0,0051 

30 

0,0077 

0,0066 

0,0064 

35 

0,0088 

0,0078 

0,0082 

40 

0,0103 

0,0098 

0,0105 

45 

0,0122 

0,0125 

0,0136 

50 

0,0160 

0,0167 

0,0177 

55 

0,0210 

0,0232 

0,0234 

60 

n  0907 

U,UöiO 

65 

0,0434 

0,0475 

0,0425 

70 

0,0622 

0,0693 

0,0587 

75 

0,0984 

0,1016 

0,0829 

80 

0,1447 

0,1208 

Hieruit  volgt  dat  de  getallen  uit  de  laatste  kolom  nog 
lagere  waarden  voor  de  sterftekansen  geven  dan  die  van 
Makeham's  formule  tot  aan  40-jarigen  leeftijd;  daarna  wor- 
den ze  grooter  tot  aan  60  jaar,  om  verder  steeds  weêr  aan- 
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zienlijk  lager  te  worden.  Omtrent  de  waarde  van  Makeliani\s 
formule  en  die  van  Wittstein  valt  op  te  merken,  dat  de 
eerste  meer  met  de  werkelijkheid  rekenschap  houdt,  terwijl 
de  tweede  vrij  wel  kunstmatig  is;  immers  behalve  de  door 
Wittstein  gegeven  functie  zijn  er  zeker  nog  wel  andere  uit- 
drukkingen te  vinden,  die  aan  de  beide  voorwaarden  vol- 
doen, dat  de  sterftekans  voor  M  =  x  een  waarde  1  geeft  en 
tevens  dat  de  kromme  een  minimum  hebbe.  Uit  de  voor- 
gaande tabel  blijkt  nog,  dat,  behalve  ook  voor  x  =  16  en  17, 
de  sterftekansen  met  de  door  Woolhouse  gecorrigeerde  waar- 
den alleen  in  de  vierde  decimaal  verschillen  voor  x  -—  35 
tot  x=:40;  voor  de  andere  leeftijden  worden  de  verschil- 
len zeer  groot;  Makeham's  formule  vertoont  betere  uit- 
komsten. 


§  4.  Toepassing  der  formulen  van  Gompertz  en  Makeham 
op  de  berekening  van  lijfrenten. 


Reeds  vroeger  is  met  een  enkel  woord  vermeld^  dat  zoo- 
wel de  formule  van  Gompertz  als  die  van  Makeliam  bij  de 
bepaling  van  lijfrenten  groote  vereenvoudiging  in  de  bereke- 
ningen kunnen  aanbrengen.  Om  dit  nader  aan  te  toonen 
is  het  noodig  enkele  uitdrukkingen  op  te  schrijven,  welke 
bij  de  berekening  der  verbindingsrenten  gebezigd  worden. 

Zij  daartoe  A  eene  som  na  n  jaren  te  betalen,  dan  is  de 
tegenwoordige  waarde,  de  interest  tegen  t^o  gerekend,  gelijk 
aan  A  :  (1  +  t)n.  Moet  nu  eene  som  van  één  gulden  aan  een 
a-jarig  persoon  na  n  jaren  betaald  worden,  indien  hij  nog 
in  leven  is,  en  is        de  contante  waarde,  dan  is 

-  (T+t)n'La  ^^^^ 

waarin  "^^'^  "  de  kans  voorstelt  van  den  a-jarigen  persoon 
La 

om  aan  het  einde  van  n  jaar  nog  te  leven.    Hieruit  volgt 

dat  de  waarde  Ra  eener  lijfrente  de  som  is  van  een  aantal 

termen  Q^,   als  n  genomen  wordt  van  af  één  tot  en  met 

den  hoogsten  te  bereiken  leeftijd  m,  zoodat 

ü    1     La  4-  1      La+2  ,   1  La 

~  r  +  tTaT  '^(H-t)^~l^""^'*'"^(l+t)m-aW-^^7) 

of 
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welke  som  alleen  van  de  interest  en  de  keuze  der  sterfte- 
tafel  afhangt.  Eveneens  wordt  gehandeld  voor  het  geval 
van  twee  personen,  a  en  b  jaren  oud,  die  jaarlijks  één  gulden 
zullen  ontvangen  zoolang  beide  nog  in  leven  zijn.  Dan  zal 
de  tegenwoordige  waarde  |^  van  één  gulden  na  n  jaren 
te  betalen  uitgedrukt  worden  door 

en  dus  de  waarde  der  lijfrente 

Ra.b  =  Qa.b  +  Q'b  + +  Qa"!b  ^ 
Voor  drie  personen,  a,  b  en  c  jaren  oud,  is  ook 

r^n    1       La+n    Lb+n  Lc+n  /k^v 

^a.b.c  -    (l+t)n     La       "Lb~  "ÏT" '  ^ 

Voor  de  praktijk  zou  eene  tafel  voor  de  waarden  van  Ra 

honderd  opgaven  vereischen,   als   100  voor  den  hoogsten 

ouderdom  genomen  wordt;  een  tafel  met  de  waarden  van 

ü  ,    100.101  K^.., 

Ua.b  zou  reeds  — — =  5050  en  eene  voor  ita.b.c 
^^^^hJ^   =  171700  opgaven  noodig  hebben,  waartoe 

zeer  omvangrijke  berekeningen  zouden  vereischt  worden. 

De  formule  van  Gompertz  brengt  hier  echter  veel  vereen- 
voudiging aan,  zooals  het  eerst  door  Prof.  de  Morgan  (Phil. 
Magazine,  Vol.  XV,  1839)  werd  aangetoond.  Reeds  vroeger  was 
door  Simpson  vóór  het  verschijnen  der  wet  van  Gompertz  een 
regel  bekend  gemaakt,  om  de  verbindingsrenten  op  drie 
hoofden  door  eliminatie  uit  die  van  twee  hoofden  af  te 
leiden;  tegenover  deze  benaderings-wijze  kan  nu  met  volle 
recht  de  formule  van  Gompertz  (en  van  Makeham)  gebezigd 
^orden^  en  zelfs  kan  (door  de  wet  van  Gompertz)  de  ver- 
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bindings-rente  voor  twee  hoofden  uit  de  enkele  lijfrente 
afgeleid  worden.  Neemt  men  n.1.  voor  de  wet  van  afsterving 

de  uitdrukking  Lx  =  bg^  ,  dan  is 

Wn  Lb  +  n  _  „q»(q°-  l)  „q^q"  -  •)  _  „  (q"-  O  (q^H-  q') 
La    ■     Lb  ^ 

zoodat 

a.b     (1+tf^  ^^^^ 
maar  ook  is 

c      (l+t)^*^  ^^^^ 
waaruit  volgt  dat 

Q^^=  en  dus  ook  U^j^  =\  wordt,  indien  men  de 
betrekking  aanneemt 

qc  =  qa  +  qb  (53) 

waaruit  c  kan  bepaald  worden;  in  dit  geval  wordt  de  waar- 
schijnlijkheid dat  beide  personen  na  n  jaren  nog  leven  gelijk 
aan  de  kans  dat  een  c-jarige  persoon  ook  na  n  jaren  nog 
leeft. 

Van  zelf  volgt  hieruit  dat  drie  personen,  wier  ouderdom 
resp.  a,  b  en  c  is,  vervangen  kunnen  worden  door  een  vierde, 
wiens  leeftijd  d  gevonden  wordt  uit, 

qd  =  qa  +  qb  +  qc. 

De  formule  van  Makeham  leidt  tot  eene  even  eenvoudige 
maar  eenigzins  andere  wijze  van  berekening.  Voor  het 
geval  dat 

Lx  =  k  s^  g^'' 
is,  wordt  de  waarde  van       ^  uit  (48) 

Q",    =  — S^"   „(q"-l)  (q^+q")  .  . 

"^a-b         (l+t)n  ^    (54) 
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Denkt  men  zich  echter  twee  personen,  beide  c  jaren  oud, 
dan  zou  ook  volgens  Makellam^s  formule  de  waarde  van 
Qc-c  worden 

=  ^     .  s^».   (55). 

Uit  (54)  en  (55)  volgt  nu,  dat  de  waarde  der  lijfrenten 
voor  de  twee  niet  even  oude  personen  van  a  en  b  jaren  en 
de  twee  van  gelijken  leeftijd  c  aan  elkander  gelijk  zullen 
worden,  d.  w.  z.  dat 

Ra.lo  =  Rc.c 
is,  zoodra  de  betrekking  geldt 

2qc.  =  qa  +  ql:>  "  .  .  (56) 

welke  even  gemakkelijk  als  vroeger  den  leeftijd  c  laat 
vinden.  Bij  Makeham's  formule  vervangen  dus  twee  hoofden 
van  gelijken  ouderdom  beide  gegeven  personen.  Is  dus  een 
tafel  berekend,  waarin  de  waarden  van  Rc.c  voorkomen, 
zijnde  hoogstens  honderd,  en  dus  vijftigmaal  minder  dan 
in  een  tafel  voor  Ra.  b,  dan  is  daaruit  de  lijfrente  op  twee 
hoofden  voor  iedere  mogelijke  combinatie  van  leeftijden  zeer 
spoedig  te  vinden. 

Voor  lijfrenten  op  drie  hoofden  wordt  de  leeftijd  der  drie 
even  oude  personen  gevonden  uit  de  vergelijking  : 

3qd  =  qci  +c|b  +qc  ;  (57) 

in  dit  geval  toch  zal  ^^^^^  =  i^jcUl  ^Ü^^  komt  de  ver- 
eenvoudiging nog  duidelijker  aan  het  licht;  immers  eene 
tafel,  waarin  ^^^^^  gegeven  zou  worden  voor  elke  combi- 
natie der  drie  leeftijden,  zou  171700  opgaven  moeten  be- 
vatten;  terwijl  eene  tafel  voor  R^j^^^i  slechts  100  getallen 
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bevat^  welke  onmiddelijk  de  waarde  van  R.^j^^  aangeeft, 
zoodra  d  uit  (57)  berekend  is. 

Als  toepassing  der  formule  (56)  dienen  de  beide  volgende 
voorbeelden  : 

le  voorbeeld,  a  =  20,  b  60. 

Uit  (55)  volgt:  c— a  =  log|(i  +  :  2|    :  log  q 

zoodat  c— 20==  log  ld  +  q^o)  :  2[    :  log  q. 

Wordt  nu  log  q  =  0,04  genomen, 

dan  is  log  ||l  +  q^'j  :  2j  =  1,30976 

en  dus  c— 20  =  1,30976  :  0,04  =  32,74 

c  =  52,74. 

Nu  geeft  Tafel  H^(4%)  (Tables  deduced  from  the  mort  Exper. 
etc.  bi.  204) 

ï^5  2.5  2  =-M412 

Rg     3  =  8,8495,  waaruit  door  interpolatie 

R,,.,,  =  8.9253, 
terwijl  de  direct  berekende  waarde  (ib.  bladz.  213)  is 

«2  0,6  0  =  8,9432, 
gevende  een  klein  verschil  in  de  tweede  decimaal. 

2e  voorbeeld,    a  =  40,  b  =  60. 

Nu  is  als  boven     c — 40  =  log  j(l  +  q^*^)  '  2|  :  logq 

gevende  c — 40  =14,07 

c  =  54,07 

Volgens  dezelfde  tafel  is 

1^54.54  =8.5557, 

R.,,,,^  =  8,2598,     zoodat     Rg^.oT  =  8,5344. 
De  direct  berekende  waarde  is    R^   g  ^  =  8,5241. 
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Uit  beide  voorbeelden  blijkt  genoegzaam  de  groote  bena- 
dering, welke  het  gebruik  der  Makeham 'sche  formule  oplevert. 

De  belangrijke  vereenvoudigingen,  die  volgens  het  voor- 
gaande door  de  formulen  van  Gompertz  en  Makeham  bij  de 
berekening  van  lijfrenten  kunnen  aangebracht  worden,  heeft 
ook  aanleiding  gegeven  tot  de  vraag,  of  er  andere  functiën 
bestaan  dan  beide  genoemden,  die  dezelfde  eigenschap  als 
deze  bezitten.  De  vraag  is  dan,  hoedanig  moet  de  sterftewet 
zijn,  opdat  de  kans  van  het  gezamenlijk  in  leven  zijn  van 
twee  of  meer  personen  na  n  jaren  gelijk  zij  aan  de  kans, 
dat  een  andere  persoon  ook  na  n  jaren  nog  leeft. 

Deze  vraag  werd  ook  het  eerst  door  Prof.  de  Morgan 
beantwoord  en  medegedeeld  in  het  Journ.  Inst.  Act,  vol. 
yill,  181  ;  het  resultaat  was  dat  de  formule  van  Gompertz 
alleen  aan  dien  eisch  voldeed. 

Ook  in  Laurent  (Traité  du  calcul  des  probabilités,  bl.  196) 
vindt  men  een  ander  bewijs  van  dit  zelfde  vraagstuk,  en 
naar  aanleiding  daarvan  kan  een  dergelijke  eigenschap  voor 
de  formule  van  Makeham  aangetoond  worden.  Neemt  men 
n.1.  aan,  dat  de  kans  van  het  in  leven  zijn  van  twee  of 
meer  niet  even  oude  personen  na  x  jaren  gelijk  is  aan  de 
kans  van  het  in  leven  zijn  van  een  gelijk  aantal,  die  even 
oud  zijn,  ook  na  n  jaren,  dan  leidt  deze  onderstelling  alleen 
tot  de  formule  van  Makeham. 

Laat  daartoe  =  e^  een  aantal  a-jarige  personen  voor- 
stellen, en  a  en  b  de  leeftijden  van  twee  personen;  denken 
wij  ons  verder  twee  andere  personen,  elk  m  jaren  oud,  dan 
wordt  de  zoo  even  genoemde  onderstelling  uitgedrukt  door 
de  vergelijking 


111 


(59) 


^cp  (a  +  x)  —    (a)        ^qj  (b  -f  x)  —  qp  (b)          ^2    (m+x)  —  2  (m) 

waarin  q)  (a)  moet  bepaald  worden.    Daartoe  is  vooreerst 

(p  (a  +  x)  +  (jp  (b  +  x)  —  (jp  (a)  —  (]p  (b)  =  2  (f  (m  +  x)  —  2  (jp(m) 

welke  twee-maal  naar  x  gedifferentieerd  oplevert: 

cp'  (a  +  x)  +  qp'  (b  +  x)      2  cp'  (m  +  x)  j 

1  (58) 

(f)  (a  +  x)  +  9  (b  +  x)  =  2 (jp  (m+x)  | 

Stel  in  beiden  x  =  —  m,  dan  veranderen  deze  in : 

(jp'  (a  —  m)  +  (jp'  (b  —  m)  =  2  (jp'  (o) 

(jp"  (a  —  m)  +  (jp"  (b  —  m)  =  2  (jp"  (o) 
Wordt  nu  a  —  m=uenb  —  m  =  v  genomen,  dan  ont- 
staan uit  (58) 

qp'  (u)  +  (jp'  (v)  =  2  (jp'  (o) 

(jp"  (u)  +  (jp"  (v)  =  2  (jp"  (o) ; 
differentieer  nu  beiden  naar  u,  daarbij  v  als  functie  van  u 
beschouwende,  dan  vindt  men 

(jp"(u)  +  (jp"(v).  -|^  =  o 
(jp'"(u)+(p"'(v).  ~^  =  0 
waaruit  na  eliminatie  van 

du 

^^^^  (^)  ^  £liv) 
qp"   (u)         qp"  (v)' 

Daar  nu  a  en  b  weinig  van  elkander  kunnen  verschillen, 
zullen  ook  u  en  v  een  zeer'  gering  verschil  vertoonen,  zoo- 
dat men  stellen  mag 

=  Ci^^^^,  dit  is  d.  C>)  O, 

qp     (u)        qp     (u  +  Au)'  (u) 

zoodat  ^^7^  =  constante  c,  (60) 

qp     (u)  ^  ^ 
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gevende  door  integratie 


qj   (u)  =  ^e      en     (u)  =  e      +  Cg 

of  (u)  =  c  e'^'V  c.3  (61). 

De  constante  C3  in  (61)  kan  niet  =0  zijn;  daar  n.1.  aan 
de  vergelijking  (58) 

(]p'  (a  +  x)  +  (jp'  (b  +  x)  =  (jp'  (x  +  m) 
moet  voldaan  worden,  is  vooreerst  (jp'  (m  +  x)  =  c  e  '     ~^  G3 

C  ITl  C  cL  cl) 

en  door  hierin  2e  ^        e  *  +  e  '    te  nemen,  verandert  deze  in 

(jp  (m+  x)  =Vc  e  +  C3 ;+  Vee  +  Cg /       (a  +  x)  +  9  (b  +  3 

■  zijnde  vergelijking  (58);  voor  03=0  zou  deze  niet  tevoor- 
schijn zijn  gekomen. 

Door  integratie  van  (61)  is  nu 

,    .  CjU 

(jp(u)  =  c'  e     +  C3  u  +C4 

<p{u)         c'e  *  +  C3  u  -f 
01  e      =  e 

en  daarin  stellende  e  *  =  k,  e  ^  =  s,  e     =  g  en  e  ^  =  q 
wordt 

u 

q{u)  u  q 

e      =  k  s  g 
en  dus  Lx  =  e      =  k  s  .  g  . 

zijnde  de  formule  van  Makeham. 

Ook  Woolhouse  heeft  langs  geheel  anderen  weg  aange- 
toond, dat  alleen  met  behulp  van  de  formule  van  Gompertz 
de  regel  van  Simpson  streng  kan  bewezen  worden.  Hij  deed 
dit  naar  aanleiding  van  eene  stelling,  die  Prof.  de  Morgan 
reeds  vroeger  gegeven  had  aan  het  einde  van  het  eerste  door 
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hem  medegedeeld  bewijs  (Phil.  Magazine,  vol.  XV,  1839). 
De  stelling  was  deze:  indien  an  de  kans  voorstelt,  die  eene 
persoon  heeft  om  na  ^-jaren  nog  te  leven,  en 

an  =  (aOP^ 

is,  waarin  pn  geene  functie  van  a  is,  dan  zal  de  verbindings-rente 
op  een  willekeurig  aantal  personen  niet  van  waarde  veran- 
deren, als  in  plaats  van  een  deel  van  deze  een  enkele  persoon, 
wiens  leeftijd  goed  moet  gekozen  worden,  in  de  plaats  wordt 
gesteld.  Deze  functie  is  echter  ook  geen  andere  dan  die  van 
Gompertz  ^). 

Zijn  n.1.  en  de  waarschijnlijkheden,  dat  een  a-jarig 
persoon  na  n,  respect,  één  jaar  nog  in  leven  is,  en  wordt 
voor  Pn  geschreven  f  (n),  dan  is 

W^  =  (W,f"'  (62) 

Vooreerst  is  nu  Wo  =  1  en  dus  f  (o)  =  O  en  tevens  voor  n  =  1 

wordt  f  ( l )  =  1 .  Daar  verder  W^^  =  I^tA  en  W,  =  — is 

La  La 

kan  bovengenoemde  functie  ook  geschreven  worden 


daar  hierin  f  (n)  alleen  van  n  afhangt,  ontstaat  ook  door 
verandering  van  a  in  a  +  1 : 

La  -f  n  +  1   /  La  +  2 

La  +  1  \  La  +  1 

Worden  beide  leden  van  (63)  door  J^±l    gedeeld,  dan 

La 


(64) 


')  Woolhouse,  J.  Inst.  Act.  X.  127. 
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volgt  de  uitdrukking 

f(n)-l 


La  +  n        /La  +  1  \  /pc;. 

17-^7=1^—;   ^^^^ 

welke  voor  n  =  2  overgaat  in 

La_tl__/W±\   (66) 

La  +  1        \    J^a  / 


Wordt  deze  waarde  van         ^   gebracht  in  het  tweede 

La  -f  1 

lid  van  (63),  dan  is 

 (67) 


j  ,^  .  f(n){f(2)-l} 

La  ^  1         \    La  / 


Eene  tweede  waarde  voor       +  n  +  1     volgt  nu  uit  (65) 

La  + 1 

door  n  +  1  te  stellen  in  plaats  van  n,  waardoor 

La  +  n  +  4      /La  +  l\^'"  +  ^>-^   _  _     ,  (68) 
La  + 1         \    La  / 

Daar  nu  de  eerste  leden  van  (67)  en  {68)  gelijk  zijn, 
volgt  uit  beiden  dat 

l(n)  {f{2)-l}  =  f(n+l)-l 
waarin,  daar  f  (2)  —  1  constant  is,  deze  factor  door  q  kan 
worden  voorgesteld,  zoodat 

f(n+l)=:q.  f(n)  +  l  (69) 

Om  f  (n)  hieruit  te  bepalen,  wordt  n  achtereenvolgens  ge- 
lijk gesteld  aan  1,  2,  3,  4  enz.,  dan  is 

f  (2)  ==  1  +  q.  f  (1),  maar  omdat  f  (1)  =  1  is, 
wordt  f(2)  =  l+q. 

f(3)  =  l+q.  f(2)  =  H-q  +  q-2 
f(4)=l+q.  f(3)  =  H-q  +  q2  +  q3 
enz. 
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f  (n)  =  1  +  q  f  (n  -  1)  =  1  +  q  +  q2  +  .  .  .  .  +  q^-^ 
waaruit  onmiddelijk  volgt  dat 

zoodat 

Wn  =  (W^f~^   

of'  ook 

I^a  +n  / j^j^-f  l\  . 

La        \    La     /  ' 

voor  a  =  O  volgt  hieruit 

q  — 1 
q-1 

L, 


q  -1 
q-1 


en  wordt  nu  hierin 

l:(q-4) 


Lo  1 

=  g  en  —  =  K 


fe) 

gesteld,  dan  neemt  de  laatste  uitdrukking  den  vorm 

aan,  onder  welke  gedaante  de  formule  van  Gompertz 
woonlijk  vermeld  wordt. 


HOOFDSTUK  II 1. 
Afronding  van  Sterftetafels. 

In  het  vorige  hoofdstuk  is  een  overzicht  gegeven  van  de 
verschillende  wijzen,  waarop  door  middel  van  waarnemingen 
sterftetafels  worden  samengesteld ;  in  al  die  gevallen  had  men 
een  aantal  levenden,  waaruit  aan  het  einde  van  een  kalender- 
jaar enkelen  gestorven  waren,  zoodat  uit  de  verhouding  van 
beiden  de  sterftekans  kon  gevonden  worden.  Eerst  met  be- 
hulp daarvan  kan  na  afronding  dier  sterftekansen  de 
eigenlijke  sterftetafel  gemaakt  worden,  door  b.v.  van  100,000 
levend  geborenen  na  te  gaan,  hoe  deze  achtereenvolgens 
afsterven,  zoodat  het  aantal  levenden  op  lederen  leeftijd 
bekend  wordt,  benevens  de  dooden,  die  daaruit  ontstaan. 

Bij  het  onderzoek  der  aldus  verkregen  sterftekansen  zal 
in  de  meeste  gevallen  min  of  meer  groote  onregelmatigheid 
in  de  opvolgende  waarden  ontdekt  worden,  wier  ontstaan 
moet  toegeschreven  worden  aan  den  aard  der  waarnemingen. 
Immers  de  moeielijkheden  ter  verkrijging  van  goede  waarne- 
mingen kunnen  uit  twee  oorzaken  ontstaan,  vooreerst  door 
foutieve  opgaven  omtrent  de  levenden,  gestorvenen,  den 
ouderdom  enz.,  zooals  gewoonlijk  bij  volkstellingen  plaats 
heeft,  en  verder  doordat  het  aantal  waargenomen  personen 
te  gering  is,  b.v.  bij  maatschappijen  voor  levensverzekering, 
zoodat  er  reden  is  om  aan  te  nemen,  dat  dezelfde  afwijkingen 


117 


niet  zouden  voorkomen  bij  een  grooter  aantal  aan  de  waar- 
neming onderworpen  personen. 

Zoowel  uit  de  onwaarscliijnlijklieid,  dat  de  sterftekansen 
in  de  opvolgende  leeftijden  sprongsgewijze  veranderen,  als 
uit  de  ondervinding  dat  de  onregelmatigheden  verminderen 
naarmate  het  aantal  aan  sterfte  blootgestelde  personen  ver- 
meerdert, laat  zich  eene  afronding  der  waarnemingen  recht- 
vaardigen; natuurlijk  moet  daarbij  alleen  getracht  worden 
de  toevallige  fouten  te  corrigeeren,  zonder  dat  aan  de  waar- 
genomen feiten  te  veel  verandering  wordt  aangebracht.  Langs 
twee  verschillende  wegen  kan  men  tot  dit  doel  geraken, 
vooreerst  door  de  afronding  langs  graphischen  weg  en  ten 
tweede  door  berekening. 

A.    Afronding  langs  graphischen  weg. 

De  graphische  methode  voor  de  afronding  van  waarne- 
mingen schijnt  het  eerst  door  den  sterrekundige  John  Herschell 
in  1832  bekend  gemaakt  en  toegepast  te  zijn  bij  de  bepaling 
van  de  loopbanen  van  dubbelsterren  (zie  o.a.  J.  Sorley,  Journ. 
Inst.  Act.  vol.  XXII,  321) ;  zij  heeft  sinds  dien  tijd  groote 
diensten  in  aanverwante  vakken  bewezen,  en  kan  ook  met 
vrucht  bij  de  afronding  van  sterftetafels  gebezigd  worden. 
De  weg,  die  daarbij  gevolgd  wordt,  is  deze :  men  construeert 
op  de  reeds  meer  vermelde  wijze  uit  de  door  waarnemingen 
verkregen  sterftekansen  eene  kromme  lijn,  die  de  lijn  der 
sterftewaarschijnlijkheid  aangeeft;  deze  zal  altijd  een  min 
of  meer  groot  aantal  bochten  vertoonen  en  een  onregelmatig 
beloop  hebben ;  daarna  tracht  men  eene  andere  kromme  te 
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trekken,  die  zooveel  mogelijk  aan  de  reeds  bestaande  nabij 
komt,  hierbij  zorg  dragende  dat  de  verkortingen  der  ordinaten 
zoo  na  als  het  kan  aan  de  verlengingen  gelijk  worden.  Is 
het  eindelijk  na  eenige  pogingen  gelukt  eene  voldoende  kromme 
te  verkrijgen,  dan  geven  de  ordinaten  de  gecorrigeerde 
waarden  der  sterftekansen. 

De  bruikbaarheid  van  deze  methode  komt  vooral  daar  aan 
^t  licht,  waar  de  sterftekansen  groote  onregelmatigheden 
vertoonen  in  de  opvolgende  leeftijden,  en  de  afronding  door 
berekening  op  groote  bezwaren  zou  stuiten.  Echter  ontstaat 
bij  de  graphische  methode  het  nadeel,  dat  er  steeds  eenige 
willekeur  overblijft,  daar  verschillende  personen  niet  dezelfde 
eindkromme  zullen  verkrijgen.  Is  het  aantal  waargenomen 
personen  groot  geweest,  zoodat  eene  meerdere  regelmatigheid 
in  de  oorspronkelijke  kromme  te  verwachten  is,  dan  zal  het 
willekeurige  bij  de  graphische  afronding  nagenoeg  geheel 
verdwijnen,  getuige  de  afronding  der  laatste  algemeene  sterfte- 
tafel  voor  Nederland,  waarvan  het  resultaat  voorkomt  in 
het  meergenoemde  Rapport  aan  den  Koning  enz.  De  oor- 
spronkelijke waargenomen  sterftekansen,  die  reeds  vrij  regel- 
matig verliepen,  werden  op  een  groote  schaal  geteekend  (zie 
Bijlage  I),  afzonderlijk  voor  mannen  en  vrouwen,  waarna  zoo 
goed  mogelijk  een  kromme  met  een  regelmatig  beloop  werd 
geconstrueerd,  wier  ordinaten  gebezigd  werden  ter  berekening 
der  sterftetafel,  waarin  uit  100.000  levend  geborenen  de 
aantallen  levenden  op  eiken  ouderdom  werden  aangegeven; 
deze  komen  voor  in  Bijlage  II  van  dat  rapport. 

Om  de  groote  regelmatigheid  in  die  oorspronkelijke  waarden 
in  ^t  licht  te  stellen,  wordt  op  bladz.  11  de  volgende  tafel 


119 


gegeven,  waarin  voorkomen  het  aantal  levenden  uit  10.000 
geboorten  (mannen),  berekend  uit  de  niet  afgeronde  en  de 
afgeronde  sterftekansen : 


Leeftijd, 

Afgeronde  Tafel. 

Niet  afger.  Tafel. 

0 

10.000 

10.000 

10 

6456 

6456 

20 

6087 

6088 

30 

5529 

5526 

40 

4985 

4973 

50 

4280 

4267 

60 

3327 

3322 

70 

2048 

2046 

80 

703 

703 

90 

65 

66 

Bij  deze  graphische  afronding  deed  zich  ook  het  ver- 
schijnsel voor,  dat  de  kromme  lijn  tot  op  12jarigen  leeftijd 
regelmatig  door  de  uiteinden  der  ordinaten  zelf  kon  ge- 
trokken worden,  zoodat  de  waargenomen  sterftekansen  on- 
veranderd behouden  bleven;  hoewel  dit  ten  zeerste  voor  de 
deugdelijkheid  der  waarnemingen  pleit,  schijnt  het  toch  dat 
er  bij  zulk  eene  sterke  daling  der  kromme  eenig  bezwaar 
zal  ontstaan  en  men  er  allicht  toe  gebracht  wordt  de  eind- 
punten der  ordinaten  als  punten  der  kromme  aan  te  nemen. 
Om  te  onderzoeken  of  berekening  wellicht  ook  andere  waar- 
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den  zou  geven,  volgen  in  het  onderstaand  tafeltje  de  sterfte- 
kansen tot  op  12 -jarigen  leeftijd,  afgeleid  uit  eene  wijze 
van  afronding,  welke  later  zal  worden  verklaard  en  die 
voor  de  beste  tot  nog  toe  bekende  kan  gehouden  worden; 
de  eerste  gecorrigeerde  waarde  begint  bij  den  2 -jarigen 
leeftijd. 


X. 

STERFTEKANSEN  AFGELEID  UIT  DE 

Waarneming'. 

Berekening. 

Graph.  afronding. 

2 

0,0365 

0,0298 

0,0365 

3 

0,0241 

0,0232 

0,0240 

4 

0,0175 

0,0176 

0,0175 

5 

0,0143 

0,0140 

0,0143 

6 

0,0177 

0,0118 

0,0116 

7 

0,00981 

0,00972 

0,00980 

8 

0,00803 

0,00806 

0,00800 

9 

0,00682 

0,00687 

0,00690 

10 

0,00620 

0,00613 

0,00615 

11 

0,00553 

0,00556 

0,00550 

12 

0,00502 

0,00493 

0,00500 

Behalve  de  eerste  waarde  voor  x  =  2  is  de  overeenstem- 
ming tusschen  berekening  en  graphische  afronding  zeer 
groot,  de  verschillen  tusschen  beiden  uiterst  gering;  bij  eene 
mindere  nauwkeurigheid  der  oorspronkelijke  waarnemingen 
zou  echter  de  berekening  waarschijnlijk  de  voorkeur  ver- 
dienen, vooral  omdat  elke  waarneming  met  haar  eigen  ge- 
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wicht  in  rekening  gebracht  kan  worden  en  de  willekeurig- 
heid daardoor  verdwijnt. 

B.    Afronding  door  berekening. 

Bij  deze  tweede  wijze  van  afronding  wordt  een  geheel 
anderen  weg  gevolgd  en  getracht  door  berekening  tot  meer 
regelmatige  getallenwaarden  te  komen  dan  door  de  waar- 
nemingen worden  aangegeven.  Daartoe  kan  men  voor  eerst  een 
bepaalde  sterftewet  aannemen,  hetzij  eene  betrekking  tusschen 
het  aantal  levenden  op  iederen  leeftijd  en  den  ouderdom, 
of  tusschen  de  sterftewaarschijnlijkheid  en  den  ouderdom; 
ten  tweede  kunnen  bepaalde  interpolatie-formulen  den  onre- 
gelmatigen  gang  der  waargenomen  feiten  doen  verdwijnen. 
Ook  hier  echter  heerscht  bijna  bij  alle  verschillende  han- 
delwijzen een  min  of  meer  groote  willekeur,  slechts  bij  enke- 
len wordt  behoorlijk  in  aanmerking  genomen,  dat  niet  alle 
waarnemingen  hetzelfde  gewicht  kunnen  hebben,  zoodat  vele 
methoden  te  kunstmatig  zijn  om  veel  vertrouwen  te  verdie- 
nen. Daarbij  komt  nog,  dat  vele  niet  de  sterft ewaarschijn- 
lijkheden,  maar  de  aantallen  levenden  afronden,  d.  w.  z. 
uit  de  door  waarneming  gevonden  sterftekansen  wordt  eerst 
de  eigenlijke  sterftetafel  afgeleid,  deze  daarna  afgerond,  zoo- 
dat b.v.  de  afsterving  van  100,000  levend  geborenen  ver- 
kregen wordt ;  hierdoor  zou  dus  nauwkeurig  worden  aange- 
geven, hoeveel  personen  op  eiken  leeftijd  voorhandenwaren, 
iets  dat  natuurlijk  vooraf  nooit  te  bepalen  is,  maar  boven- 
dien kunnen  de  oorspronkelijk  gevonden  sterftekansen  zeer 
sterk  gewijzigd  worden  bij  eene  afronding  der  levenden  of 
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dooden.  In  het  andere  geval  verkrijgt  men  eene  reeks  van 
sterftekansen  voor  de  opvolgende  leeftijden,  die  alleen  aan- 
geven,  wat  in  een  bepaald  tijdperk  is  waargenomen,  en  wat 
tevens  met  meerdere  of  mindere  zekerheid  naar  gelang  de^ 
nauwkeurigheid  der  waarnemingen  in  een  volgend  tijdperk 
kan  verwacht  worden.  De  afronding  der  sterftewaarschijn- 
lijkheden  zal  dus  zeker  de  voorkeur  verdienen  boven  die  der 
aantallen  levenden,  zooals  door  Woolhouse  en  anderen  ver- 
richt is. 

Bij  het  gebruik  eener  sterfteformule  gaat  men  van  de 
onderstelling  uit,  dat  er  eene  bepaalde  betrekking  bestaat 
tusschen  het  aantal  levenden  of  de  sterftewaarschijnlijkheden 
en  den  ouderdom  en  tracht  door  het  bepalen  der  constanten 
met  behulp  van  de  waarnemingen  eene  reeks  van  getallen 
uit  de  formule  te  vinden,  die  öf  onmiddelijk  als  de  gecor- 
rigeerde waarden  öf  als  eerste  benadering  worden  aangeno- 
men. Daar  het  uit  den  aard  der  zaak  duidelijk  is,  dat  eene 
sterfteformule  nooit  volkomen  nauwkeurig  de  afsterving  zal 
aangeven,  kan  eene  afronding  langs  dezen  weg  alleen  als  eene 
benadering  worden  aangezien,  waardoor  wel  is  waar  een 
regelmatig  beloop  der  getallen  verkregen  wordt,  maar  die 
evenwel  voor  bepaalde  perioden  van  het  leven  te  veel  van 
de  waarnemingen  zullen  afwijken  om  veel  vertrouwen  te 
verdienen. 

Onder  de  vele  formulen,  die  voor  bovengenoemd  doel  in 
aanmerking  komen  is  die  van  Gompertz,  en  nog  meer  die 
van  Makeham  veelvuldig  gebezigd  geworden.  Vooral  door 
Engelsche  schrijvers  is  daaraan  veel  zorg  besteed  en  niets 
onbeproefd  gelaten  om  langs  den  besten  weg  zooveel  moge- 
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l^k  goede  resultaten  te  verkrijgen.  De  formule  van  Makeham 
heeft  de  volgende  gedaante: 

L,  =  ks^.g^'  (1) 

waarin  k,  s,  g  en  q  vier  constanten  zijn,  Lx  het  aantal 
levenden  x-jaren  oud  en  x  de  ouderdom.  Om  deze  voor  de 
afronding  van  eene  bepaalde  sterftetafel  te  gebruiken,  wor- 
den eerst  de  vier  constanten  met  behulp  der  waarnemingen 
bepaald  en  door  middel  van  deze  de  berekening  der  ver- 
schillende waarden  van  Lx  verricht.  Het  valt  onmiddelijk  in 
het  oog,  dat  de  waarden  aan  de  constanten  toegekend  van 
grooten  invloed  zal  zijn,  zoodat  het  niet  te  verwonderen  is, 
dat  er  vele  pogingen  zijn  aangewend  om  deze  zoo  nauw- 
keurig mogelijk  te  bepalen.  Daar  in  het  11^  Hoofdstuk  meer 
uitvoerig  zoowel  over  de  formule  van  Makeham  als  over  het 
vinden  der  constanten  gehandeld  is,  kan  dit  hier  buiten  be- 
handeling blijven;  alleen  zij  opgemerkt,  dat  door  geen  van 
allen  de  methode  der  kleinste  quadraten  is  toegepast,  die 
toch  zeker  wel  de  beste  resultaten  zal  moeten  opleveren. 
Graat  men  de  verschillende  uitkomsten  na,  waartoe  het  ge- 
bruik der  formule  geleid  heeft,  dan  blijken  deze  over  het 
algemeen  niet  aan  de  verwachting  beantwoord  te  hebben; 
de  waarden  der  constanten  langs  velerlei  wegen  berekend 
gaven  onderling  vrij  groote  afwijkingen,  waarvan  een  enkel 
voorbeeld  door  J.  Sorley  gegeven  (Journ.  Inst.  Act.  vol. 
XXII,  bi.  333)  ten  bewijze  moge  strekken.  In  de  volgende 
tafel  wordt  aangegeven  welke  afwijkingen  met  de  waargeno- 
men aantallen  levenden  uit  de  Carlisle-tafel  ontstaan,  wan- 
neer men  voor  de  constanten  waarden  aanneemt  langs  vier 
verschillende  wegen  berekend,  en  wel  in  kolom  A  volgens 
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de  gewone  wijze  uit  vier  geïsoleerde  waarnemingen,  in  kolom 
B  volgens  de  methode  van  Prof.  M.  Cay  (zie  2e  Hoofdstuk 
bladz.  83),  en  in  de  kolommen  C  en  D  volgens  twee  ver- 
schillende manieren  door  King  en  Hardy  aangegeven  (2e 
Hoofdstuk,  bladz.  81). 


Ouder- 
dom 

X 

Waargen. 

Levenden 

Lx 

Afwijkingen  in 

de  afgeronde  aantallen  levenden. 

A 

B 

C 

D 

1  K 

UOvU 

0 

\j 

Q1  7 

+  102.5 

91  1 

oo  ,o 

4- 

O  L,x. 

+  45.5 

Oo  <  V 

Al  ^ 

64  Q 

—  6.5 

OU'±<ij 

A9,  ^ 

17K  6 

1  O  .\J 

4Q  7 

—  32.3 

OOVCi 

Al  Q 

OO  ,o 

—  19.7 

0\J  t  O 

4- 

6  9 

24  4 

—  11.5 

i.797 

62  0 

20  6 

-f- 

28.9 

+  36.1 

+ 

58.4 

+ 

14.4 

+ 

31.6 

+  31.0 

oo 

9.9 

54.2 

22.4 

—  32.2 

49.5 

91.5 

42.9 

—  61.5 

65 

3018 

+ 

13.8 

22.7 

+ 

38.0 

+  14.4 

70 

2401 

21.8 

49.8 

9.2 

—  11.6 

75 

1675 

4.6 

22.2 

+ 

14.8 

+  6.8 

80 

953 

+ 

35.4 

+ 

27.6 

+ 

28.2 

+  38.4 

85 

445 

+ 

4.6 

+ 

3.3 

23.7 

—  2.6 

90 

142 

5.4 

4.7 

30.4 

—  14.5 

95 

30 

7.7 

7.3 

16.4 

—  11.5 

100 

9 

7.6 

7.5 

8.5 

—  8.1 

Vergelijkt  men  de  afwijkingen  in  de  vier  kolommen  onder- 
ling, dan  blijkt  dat  ze  van  elkander  meestal  veel  verschillen, 
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en  verder  dat  de  aan  te  brengen  correctiën  op  zulk  een 
klein  aantal  levenden  vrij  groot  te  noemen  zijn,  vooral 
op  hoogere  leeftijden  ;  wel  kan  de  Carlisle-tafel  op  geen  al 
te  groote  nauwkeurigheid  aanspraak  maken,  omdat  het  aan- 
tal waargenomen  personen  (slechts  1616  sterfgevallen),  die 
tot  grondslag  voor  de  tafel  dienden,  gering  was,  maar  toch 
kan  er  uit  besloten  worden,  dat  de  formule  van  Makeham 
bezwaarlijk  voor  de  afronding  zou  kunnen  gebezigd  worden; 
met  veel  meer  voordeel  is  zij  geschikt  voor  de  berekening 
van  verbindingsrenten,  waarover  vroeger  in  het  2^  Hoofd- 
stuk is  gehandeld. 

Na  het  voorgaande  omtrent  Makeham^s  formule  en  de 
bepaling  der  constanten,  zou  eene  verdere  bespreking  hiervan 
overbodig  zijn,  ware  het  niet,  dat  door  Prof.  Mc  Cay  eene 
geheel  nieuwe  methode  is  voorgesteld,  die  op  goede  grond- 
slagen berustende  van  meer  algemeen  nut  en  toepassing  kan 
geacht  worden.  Prof.  Mc  Cay  behandelt  n.1.  (,/On  the 
adjustment  of  mortality  Tables  with  reference  to  the  weight 
of  the  observations.//  Journ.  Inst.  Act.,  vol.  XXII,  bl.  24) 
de  afronding  der  sterftetafel  der  20  Engelsche  maatschap- 
pijen (Tafel  H^^)  door  gebruik  te  maken  van  de  formule 
van  Makeham,  met  dien  verstande  dat  aan  elke  Avaarneming 
haar  eigen  gewicht  wordt  toegekend,  zoodat  een  grooter 
aantal  waarnemingen  meer  waarde  verkrijgen  dan  een  klei- 
ner aantal ;  natuurlijk  zal  zulk  een  correctie  tot  beter  re- 
sultaten moeten  leiden  en  meer  vertrouwen  verdienen  dan 
elke  andere,  waarbij  alle  waarnemingen  van  gelijk  gewicht 
beschouwd  worden,  In  ^t  kort  komt  zijne  methode  op  het 
volgende  neer  :  ^ 
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Uit  de  oorspronkelijke  waarnemingen,  zooals  die  voor  de 

H^^-Tafel  gevonden  waren,  werden  volgens  een  vroeger 
in  Hoofdstuk  11  beschreven  wijze  de  vier  constanten  berekend 
voor  de  formule  van  Makeham,  met  behulp  waarvan  de 
sterftekansen  konden  verkregen  worden  voor  alle  leeftijden 
van  af  20 — 98  jaar;  deze,  natuurlijk  niet  de  beste,  werden 
als  een  eerste  benadering  beschouwd  en  geschikt  om  ge- 
combineerd te  worden  met  de  oorspronkelijke  waarnemingen. 

Om  deze  combinatie  zoo  juist  mogelijk  te  maken,  wordt 
eerst  aangetoond,  dat  de  waarschijnlijke  fout  eener  waar- 
neming recht  evenredig  is  met  den  vierkants-wortel  uit  het 
product  der  sterfte-  en  levenskansen  en  omgekeerd  evenredig 
met  den  vierkants- wortel  uit  het  aantal  levenden,  terwijl  nog 
de  gewichten  omgekeerd  evenredig  zijn  met  de  vierkanten 
dier  waarschijnlijke  fouten.  Met  behulp  dezer  stelling  ont- 
wikkelt Prof.  Mc  Cay  de  volgende  uitdrukking  voor  de  beste 
waarde  der  sterftekansen  op  iederen  leeftijd.  Laten  L,  L', 
L"  .  .  .  en  d,  d'  d"  . .  .  de  waargenomen  aantallen  levenden 
en  dooden  zijn,  behoorende  bij  eenige  op  elkander  volgende  leef- 
tijden ;  verder  w,  w',  w"  . .  .  en  W,  W,  W"  ...  de  uit  de  formule 
benaderde  waarden  der  sterfte-  en  levenskansen  voor  dezelfde 
leeftijden,  dan  kan  eene  reeks  van  waarden  der  sterftekans 
voor  één  enkelen  leeftijd  x  verkregen  worden  door  de  waarden 
d     d'  d" 

,  ^  ,  .™  .  ■  .  •  te  vermenigvuldigen  met  de  verhouding 
L     L  L 

^  jwx  ^  jw^    ^  waarin   w    de  uit  de  formule  benader- 
w      w'     w"  ^ 

de  waarde  der  sterftekans  is  voor  den  leeftijd  x,  zoodat 
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^'       ,  ,  •  '  '  '  deze  waarden  voorstellen.  In- 

L.  w     L'.  w      L  w 

dien  de  gewichten  van  dezen  gelijk  waren,  dan  zou  het 
arithmetisch  midden  de  beste  waarde  opleveren ;  maar  de 
oorspronkelijke    waarnemingen    hebben   tot  gewichten 

  ^  —^-—^ ,  — ,,-=^  .  .      of  daar  deze  allen  tot  de  x-jari- 

w.  W     w  W       w  W 

L         w  1 

gen  leeftijd  zijn  teruggebracht,       w       w^  ^  W.  w^ 

enz.,  dan  zal  de  som  van  al  die  waarnemingen,  elk  met  haar 
eigen  gewicht  vermenigvuldigd  en  gedeeld  door  de  som  der 
gewichten  de  beste  waarden  Qx  opleveren,  zoodat: 


■  * '  ) 


^  \wW  +  w^W^  +   w^^W^^    +       /  ->x  (2) 

W      W  ^  YT 

Uit  deze  uitdrukking  kon  de  sterftekans  op  lederen  leeftijd 
berekend  worden;  maar  ook  deze  werden  nog  niet  als  de 
beste  waarden  aangenomen,  omdat  de  benaderde  waarde 
Wx  gebruikt  werd.  Daarom  worden  er  drie  groepen  gefor- 
meerd en  uit  elk  de  sterftekans  voor  den  middelsten  leeftijd 
berekend,  welke  laatste  drie  waarden  werden  gebezigd  om 
een  nieuw  stel  constanten  s,  g  en  q  te  vinden.  Met  deze 
laatsten  werd  wederom  uit  de  formule  van  Makeham  eene 
nieuwe  reeks  van  de  sterftewaarschijnlijkheden  op  lederen 
leeftijd  berekend,  welke  ten  slotte  als  de  beste  te  verkrijgen 
waarden  moeten  beschouwd  worden. 

Afgezien  van  het  gebruik  der  Makeham'sche  formule  voor 
de  afronding,  is  toch  de  wijze,  waarop  de  waarnemingen 
elk  met  haar  eigen  gewicht  werden  gecombineerd,  zeer  goed 
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te  noemen;  de  berekening  zelf  is  echter  zeer  omslaclitig  en 
in  vele  opzichten  niet  van  willekeur  vrij  te  pleiten,  wat 
aangaat  het  aantal  der  te  combineren  waarnemingen  voor 
de  berekening  van  Q^.  Dit  springt  voornl.  duidelijk  in  het 
oog  bij  de  toepassing  der  form.  (2);  gebruikt  men  n.1.  bij 
de  berekening  van  alle  waarnemingen  aan  den  leeftijd  x 
voorafgaande,  benevens  de  daarop  volgende,  dan  neemt  de 
breuk,  waarmede  w^  moet  vermenigvuldigd  worden,  een 
zelfde  waarde  aan  voor  eiken  leeftijd,  iets  dat  zeker  ongerijmd 
is.  De  langs  dezen  verkregen  resultaten  voor  de  H^^^-Tafel 
leverden  voor  de  sterftewaarschijnlijkheden  getallen  op,  die 
vooral  voor  jonge  leeftijden  veel  te  hoog  waren,  zoodat  ook 
hier  de  oorzaak  moet  toegeschreven  worden  aan  de  minder 
goede  overeenstemming  der  formule  met  de  ervaring. 

Bij  het  gebruik  eener  interpolatie-formule  gaat  men  van 
de  onderstelling  uit,  dat  er  geene  analytische  uitdrukking 
bekend  is,  waardoor  de  opvolgende  waarden  eener  reeks  van 
waarnemingen,  benevens  die  der  tusschengelegen  waarden 
zouden  kunnen  gevonden  worden;  in  plaats  daarvan  tracht 
men  dan  eene  eenvoudige  functie  te  verkrijgen,  die  uit  de 
gegeven  waarnemingen  wordt  afgeleid  en  binnen  bepaalde 
grenzen  kan  worden  toegepast;  de  grondslag  vormt  dan  de 
ontwikkeling  eener  functie  volgens  de  opklimmende  machten 
der  veranderlijke.    Zij  daartoe 

Vx  =  A  +  Bx  +  Cx2  +  Dx^  +  Ex^  +  enz  (3) 

waarin  A,  B,  C  enz.  constanten  zijn,  die  met  behulp  der 
waarnemingen  moeten  bepaald  worden.  Zijn  nu  de  waarden 
van  Vx  bekend  voor  verschillende  waarden  van  x,  dan  ont- 
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staan  een  aantal  vergelijkingen,  die  aanleiding  geven  tot  de 
berekening  van  die  constanten.  Gewoonlijk  worden  deze 
laatste  uitgedrukt  door  middel  der  eerste,  tweede  enz. 
verschillen  in  de  oorspronkelijke  waarden  der  functie  en  neemt 
men  aan  dat  naar  gelang  der  nauwkeurigheid,  die  bereikt 
moet  worden,  de  verschillen  van  een  bepaalde  orde  constant  zijn. 

Woolhouse  heeft  (//On  Interpolation,  Summation  and  the 
Adjustment  of  numerical  Tables Journ.  Inst.  Act.,  vol.  XI, 
bladz.  61)  eene  algemeene  interpolatie-formule  ontwikkeld 
voor  het  geval  dat  de  8ste  verschillen  constant  zijn;  daar 
echter  zelden  verder  gegaan  wordt  dan  de  vierde  verschillen, 
wordt  hier  de  formule  gegeven  in  de  onderstelling  dat  deze 
constant  zijn.  Laten  daartoe  V_2,  ^—i,  ^o,  ^+2 
eene  reeks  van  waarden  zijn,  wier  eerste  verschillen  door 
a_2^  a_i,  a_^i,  a^2^  tweede  verschillen  door  b_i,  bo, 
b_i  enz.  worden  aangeduid,  dan  verschijnt  de  formule  onder 
den  vorm: 

,  /      .  1^0    \    I  /      ,    do    \x(x^ — 1) 
Y^=Yo  +  Uo+'Y^^j''-^ico+-^A  ....  (4) 

die  op  bekende  wijze  wordt  afgeleid  en  waarin  Vo  de  mid- 
delste term  voorstelt;  verder  is  nog 

ao  =  V2^a_^  +  a^^  ^  en  Co  =  V2  ^c_|  +  c^^y 

Van  deze  formule  wordt  door  Woolhouse  gebruik  gemaakt 
bij  zijne  afronding  der  Engelsche  sterftetafels,  echter  niet 
met  de  vierde,  maar  met  de  tweede  verschillen  constant. 

Voordat  deze  methode  besproken  wordt,  zal  eerst  melding 
gemaakt  worden  van  eene  afronding  door  J.  Finlaison  aange- 
geven, welke  ook  door  andere  schrijvers  is  toegepast.  Zijnn.1. 

•J 
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uit  de  waarnemingen  bekend  de  sterftekansen  voor  de  op- 
volgende leeftijden,  dan  wordt  eene  nieuwe  reeks  afgeleid, 
zóó  dat  elke  term  het  gemiddelde  is  van  vijf  waarnemingen, 
en  wel  als  W'x  zulk  een  term  is, 

W'x=  (Wx-2  +  Wx-1  +  Wx  +  Wx+1  +  Wx+2  )  :  5 
Wordt  nu  wederom  van  elke  vijf  op  elkander  volgende  waar- 
den dezer  nieuwe  reeks  het  gemiddelde  genomen,  dan  is 

W'x=(W'x-2  +  Wx-1  +  Wx  +  Wx+1  +  Wx  +  2):  5 

waarvoor  in  verband  met  de  oorspronkelijke  waarnemingen 
kan  geschreven  worden: 

_W,_4-f2W,_3  +  3W.,_2  +  W,_i+5W,,+4W,^H-3W,^_2+2W.,^3+W,,^ 

25  ~ 

of  ook 

=0,2  W,+0,16  (^W,_i + W,+i) +0.12    W,_2  f  W,+2  )  + 

-t0,08^  W^_3+ W,+3  )  +0,04(^  W,_,-hW,+4  )  

zoodat  de  gecorrigeerde  waarde  verkregen  wordt  uit  vier 
onmiddelijk  voorgaande  en  volgende  waarnemingen.  Wel  is 
waar  hebben  de  waarnemingen  niet  hetzelfde  gewicht,  daar 
de  meest  aan  Wx  grenzende  waarden  meer  invloed  hebben, 
maar  toch  heerscht  een  zekere  mate  van  willekeur  in  het 
vormen  der  groepen. 

Van  bovengenoemde  formule  (6)  wordt  o.  a.  door  den 
Heer  Samot  gebruik  gemaakt  voor  de  afronding  der  Rotter- 
damsche  Tafel,  met  dit  verschil  dat  de  aantallen  dooden  en 
niet  de  levenskansen  worden  afgerond. 

Ook  Th.  Wittstein  in  zijn  //Mathematische  Statistik^^ 
(bladz.   31)   gebruikt  dezelfde  formule,  berekent  tevens  de 
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waarschijnlijke  fouten  van  elk  der  termen  der  nieuwe  reeks, 
en  geeft  daarvoor,   als  a,  b,  c  .  .  .  .  resp.  de  waarschijn, 
lijke  fouten  in  de  bepalingen  Wx— 4,  Wx— 3  enz.  voorstellen, 
a2+2b^  +  3c^  +  4d^+5e^  +  4P  +  3g^+21i^  +  i^  .^s 

Deze  laatste  uitdrukking  dient  echter  gewijzigd  te  wor- 
den. Immers  zijn  A,  B,  C.  .  .  .  de  waarschijnlijkste  waarden 
van  eenige  grootheden  en  hunne  waarschijnlijke 

fouten,  dan  wordt  de  waarschijnlijke  fout  r  in  de  betrekking 


In  verband  met  (5)  moet  dan  volgens  bovenstaande  for- 
mule voor  e"  genomen  worden  : 

e"  =  ^"J/^a2+4b^+9c2+16d2  +  25e2+16f2+9g2+4h2+i2  .  (9) 

Beter  dan  de  voorgaande  wijze  van  afronding  is  de 
methode,  die  door  Woolhouse  gebezigd  is  om  de  onregel- 
matigheden in  de  tafels  der  20  Engelsche  maatschappijen 
te  doen  verdwijnen.  Laat  men  vooreerst  buiten  rekening, 
dat  ook  hier  niet  aan  elke  waarneming  haar  eigen  gewicht 
wordt  toegekend  en  tevens  dat  de  aantallen  levenden  en 
niet  de  sterftekansen  worden  afgerond,  dan  kan  zijne 
formule  zeker  wel  als  een  zeer  geschikte  beschouwd  worden 
om  de  toevallige  fouten  der  waarnemingen  te  verbeteren, 
Om  nu  voor  eene  bepaalde  waarneming  de  a%eronde  waarde 
b.  V.  voor  I25  (als  dit  het  aantal  levenden  voorstelt  op  25- 
jarigen  ouderdom)  te  vinden,  gaat  Woolhouse  aldus  te  werk. 
Uit  de  ongecorrigeerde  tafel  worden  de  waarden  Ijg,  Igg, 


P  =  mA  +  nB  +  pC  +  .  .  . 


gevonden  uit 


(8) 
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las  }   telkens  met  vijf  jaren  opklimmende,  genomen 

en  daaruit  door  interpolatie  gevonden  de  tusschengelegen 

waarden   voor  \^^,   ,   ,  enz.;  daarna  uit 

I19,  I24,   I29   de   geïnterpoleerde  getallen  voor  1^^, 

I21  ,   I25   enz.;   zoo   ook  worden  uit  l,^^,  \^^, 

^30 '  ^21'   ^26'    ^81 >  ^22^    ^27'    ^3  2 

drie  andere  stellen  gevonden,  zoodat  voor  I25  (en  evenzoo 
voor  de  overige  leeftijden)  vijf  verscliillende  waarden  bekend 
worden,  wier  arithmetiscli  midden  als  het  gecorrigeerde 
aantal  wordt  aangenomen.  De  afronding  komt  dus  neêr  op 
de  constructie  van  vijf  kromme  lijnen,  die  telkens  door  drie 
punten  gaan  over  een  tijdperk  van  5  jaren  gescheiden, 
terwijl  als  eindordinaat  het  gemiddelde  der  vijf  aldus  ver- 
kregen ordinaten  genomen  wordt.  Ten  einde  de  hiervoor 
noodige  vrij  omslachtige  berekeningen  te  vermijden  leidt 
Woolhouse  een  enkele  formule  af,  waaruit  onmiddelijk  het 
gecorrigeerde  aantal  levenden  te  vinden  is.  Daartoe  volgt 
vooreerst  uit  form.  (4),  wanneer  nu  de  tweede  verschillen 
constant  worden  genomen : 

Vx  =  Vo+  aoX+   (10) 

Laten  nu  Iz  —  5,  Iz  en  Iz  -f-  5  voorstellen  drie  waargenomen 

aantallen  levenden  met  een  tusschenruimte  van  5  jaren,  dan 

verkrijgt  de  vergelijking  der  kromme  door  deze  drie  punten 

bepaald  in  verband  met  (10)  de  volgende  gedaante: 

,      ,    lz+5  —  Iz— 5      ,  lz+5 — 2  Iz  +  Iz— 5 
1  =lz  +   2  ^  +  2   '  '  ^ 

want 

(Iz  —  lz-5)  +  (Iz  +  5  —  Iz)  ,       ,  ^ 

ao  =-  9  =  (lz+5  —  Iz— 5)  :  2 


lO 

I 

r-H 


m 

O 
O 

> 
u 

03 

CU 
-Ti 

'o 


CD 
Ö 
O) 
0^ 


g 

-73 


O 

O 


Ü 

<D 

O 
m 

O 

O 


1      ö  ^ 


S3 

(D 


+ 

\ 

O 

O) 
O 

ö 

O) 

bO 

O) 

?-( 

O) 

bD 

i 

;> 

o3 

'o 

0^ 


+ 


CZ2 

03 
O 

-4J 


O 
O 


O 


O 
O 


O 


O) 

^( 

O 
O 


03 
03 

Ti 


O) 

CD 
O 

Ö 

<D 
t> 
O) 


CM 


(D 


CO 

1— 

+ 

+ 

,Ö 

00 

CM 

CM 

(M 

•p— 1 

4- 

+ 

+ 

T— ( 

1 

1 

O 

00 

T— ( 

O  o" 


CX) 
O 


I  i 

+  .+ 


+ 


+ 

I 


cci  00 

rH  O 

I  I 


CO 


J 

(M 

T— t 


00 


00 
Cvl 


O) 

Ti 
ö 

03 

i> 

03 
03 


134 


Stel  nu  1  _  1  +  1  4-  1  = 

1  —  2  +  1  f  2  =  /2  f  =  /i  —  /3 

:  en         g  =  /2  —  /3 

1  —  7  +  1  -f  7  =  /7  h  =  /6  /3 

k         /7   —  /4 

dan  is: 

5r=lo  +  0,96/i+0,84/2+0,28/3+0,12/4— 0,08/6— 0,12/7.  .  (15) 
daar  nu      0,96  /j  =  /j  —  0,04  /i 
0,84/2  -^2  — 0,16/2 
0,28  /3  =:  0,04  /3  +  0,16  /3  +  0,08  /a 

is,  wordt 

5r  =lo  +  /i  +  /2  -  0,04  (  /,  — /3  )-0,l  6  (/2_/3)_0,08(/e  -/3)-0, 1 2(/, 

en  eindelijk  in  verband  met  de  bovengestelde  waarden  voor 
f,  g,  li  en  k  wordt: 

5r=lo  +  /i  +/2  — 0,04{f+  4g  +  21i+3k}.  (16) 

Het  is  onder  deze  gedaante,  dat  Woolliouse  zijne  bekende 
formule  gegeven  heeft  voor  de  berekening  der  gecorrigeerde 
waarden.  Als  voorbeeld  van  de  wijze  van  berekening  moge 
bet  volgende  dienen :  vooreerst  is  het  duidelijk,  dat  met  de- 
zelfde formule  ook  de  sterftekansen  kunnen  afgerond  worden 
in  plaats  van  de  aantallen  levenden.  De  waarnemingen  wor- 
den genomen  uit  de  meergemelde  sterftetafel  (Tafel  VJa, 
mannen),  waaruit  de  langs  graphischen  weg  gecorrigeerde 
tafel  uit  het  Rapport  ontstaan  is;  de  oorspronkelijke  gege- 
vens ter  berekening  van  w'gg  zijn: 

Wi8=0,00733  W22=0,00994  W2g=0,00926  W29=0,00916 
w,g=0,00829  W2 3=0,00962  W2  7=0,00950  W3i=0,00897 
W2i=0,01004  W24=:0.00973  W28=0,00927  W32=0,00992 
terwijl  W2  5=  0,00967  is. 


135 


co 

O 

co 

Oi 

CM 

CM 

ai 

Oi 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

ö 

ö 

ö 

ö 

ö 

II  II  II  II 


O 

co 

co 

Oi 

(M 

02 

cc 

t>i 

as 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

ö 

ö 

ö 

ö 

II  II  II 


co 

O 

O 

th 

O 

Ol 

II 

O 

O 

O 

ö 

ö 

1! 

ö 

II 

ö 

li 

O 

02  ^ 

1  1 

Ö  O 


O 

00 

os 

00 

co 

iO 

O 

O 

O 

8 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

d 

ö 

d 

O 

d 

co 
co 

O 
O 

d 
I  I 


CM 

O 

CO 

as 

05 

Ol 

O 

i 

O 

O 

O 

d 

d 

d 

d 

co 

co 

o; 

03 

Oi 
O 

O 

O 

O 

d 

d 

d 

II 

II 

li 

I  I  I 


O 
O 
O 

d 
4- 


J4 

Ü 

Cü 

bD 

f-i 

<D 

N 

O 
O) 


O) 


O 


O 
O 


O) 
O 


0^ 
tS] 


O 

O 


O) 


O) 
O 


O) 


CD 


O) 
O 


O) 


bp 

O 
Ph 

«2 


ü  iO 


-1-3 

O 


CD 
(D 


CD 
N 
O) 

c3 
<11 


X 
X 


-tl 


O 


Ph  ö 

O  <D 

O 


,bp 

O 

O 


0^ 

bc 

O 

ö 

CD 
N 
CD 

O 


a 

'3 

rP 

bD 


13G 


voordeelen,  die  liet  gebruik  der  formule  zonden  aanbevelen, 
gaan  ecliter  enkele  nadeelen  verbonden;  vooreerst  blijkt  uit 
de  afleiding  der  formulen,  dat  aan  alle  v^aarneniingen  het- 
zelfde gewicht  w^ordt  toegekend,  zoodat  geen  grooter  invloed 
wordt  gegeven  aan  een  groot  aantal  waarnemingen  op  den 
eenen  leeftijd  dan  op  een  kleiner  aantal  op  een  anderen 
ouderdom.  Verder  wordt  bij  de  berekening  gebruik  gemaakt 
van  de  aantallen  levenden  van  7  jaren  vóór  en  7  jaren  na 
die,  welke  gecorrigeerd  moet  worden,  zoodat  als  10  de  laagste 
leeftijd  uit  de  tafel  is,  de  eerst  gecorrigeerde  waarde  1^^  is. 
Om  aan  dit  bezwaar  te  gemoet  te  komen  ontwikkelt  Wool- 
house  nog  eene  andere  formule.  (Journ.  Inst.  Act.  vol.  XXI 
bl.  37).  Laat  nl.  1^  het  aantal  levenden  zijn  in  de  niet- 
gecorrigeerde  tafel  op  den  jongst  voorkomenden  leeftijd,  dan 
is  de  eerste  afgeronde  waarde  1^  ;  worden  nu  de  derde  ver- 
schillen Ag  constant  ondersteld,  dan  is  voor  n  niet  grooter 
dan  7: 

l7  +  n  =l7  +  n(-d7)  +  (^~^^)  1.2  3.   ^3 

of  daar  n  negatief  is : 

1,1,  n(n+l) ,  X    n(n+l)(n  +  2) 
I7_n=l7  +  n.d7+  -^-^-^-(dT-dsj— ^  ^-^-^g  ^^^3  ...(]  7) 

Eveneens  is 

d7_n=d7  +  n(d7— dg)— -^-^-i^.Ay  =(n+l)d7— n.ds— -^^^^  .  .  (18) 

Yoor  n  =  7,  6,  5  1,  vindt  men  uit  (18)  de  waarden 

van    do;,  ^i,  ^2  ^7 ;    hun   som,   die   ook   door  lo — 17 

kan  voorgesteld  worden,  is  dan: 

lo  — 17  =  35d7  —  28d8  —  84  A3  (19) 

Stelt  men  nu 
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X  =  {lo  —  I7)  :  7  en      =  2d7  —  ds 
dan  is  ^  =  5d7  —  4d8  —  I2A3 

en  dus :  A3  =  (-     +  5d7  —  4d8)  :  12  (20) 

Is  As  nu  bekend,  dan  vindt  men  voor  do,  di.  .  .  de  de  vol- 
gende waarden 


do=: 

1  {lo  -  I7  +  3d7  —  7d'j 

di  = 

i  {lo  -  I7  +    d7  -  4d'j 

d2  = 

i{5X-d7} 

d3  = 

i  (5  ;L  +  4d'  —  3d7) 

d4  = 

2d'  —  d7) 

d5  = 

1  (;t  +  4d'  — d7) 

d6  = 

ïV     +  8d'  +  3d7) 

Met  deze  waarden  van  do  tot  de  worden  door  middel  van 
de  bekende  waarde  van  I7  achtereenvolgens  gevonden  Ie,  I5, 
I4,  13;,  1%  h  en  lo  en  daaruit  de  sterftekansen. 

Zoowel  deze  laatste  als  de  voorgaande  formulen  zijn  ge- 
bezigd om  de  niet -afgeronde  sterftetafel  Vla  (voor  mannen) 
in  de  Bijdr.  tot  de  Algemeene  Statistiek,  1878,  bladz.  38 
te  corrigeeren,  ten  einde  deze  te  kunnen  vergelijken  met 
dezelfde  langs  grapbiscben  weg  afgeronde  tafel,  voorko- 
mende in  bet  Rapport  aan  den  Koning.  Alleen  voor  een 
deel  is  dit  verricbt  en  wel  van  10  tot  40-jarigen  leeftijd 
volgens  form.  (16)  en  bet  daarbij  gevoegde  scbema,  omdat 
juist  in  die  periode  de  kromme  der  sterftewaarscbijnlijkbeid 
aan  groote  veranderingen  onderhevig  is  en  daarna  regelma- 
tig blijft  stijgen;  de  eerst  gecorrigeerde  waarde  was  Wio- 
Daarna  zijn  ook  de  waarden  van  Wx  van  af  W3  tot 
en  met  Wg  volgens  de  tweede  metbode  (form.  (17) — (21) 
berekend    op   de    volgende  manier :  de  gevonden  gecorri- 
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geerde  waarde  yan  wio  was  0.00591,  gevende  op  Lio  =  64562 
levenden  een  aantal  van  382  dooden  en  uit  wn  =0,00532 
op  Iji  =  64180  levenden  een  bedrag  van  341  dooden.  In 
verband  met  de  voorgaande  formulen  moet  dan  genomen 
worden  di  =  382,  dg  =  341,  1?  =  64562,  terwijl  lo  =  70842 
is.  Uit  deze  gegevens  volgt  dan  « =  897,  d^  423,  en 
A3  =  —  29,  waaruit  volgens  liet  stel  formulen  van  (21)  de 
waarden  van  liet  gecorrigeerd  aantal  dooden  zijn  voortge- 
vloeid in  kolom  B  van  onderstaande  tabel;  met  behulp  van 
deze  getallen  werden  de  levenden  gevonden  uit  kolom  A  en 
daarna  de  sterftekansen  uit  kolom  C;  verder  komen  in  kolom 
D  nog  voor  de  eerste,  tweede  en  derde  verschillen  der  op 
deze  wijze  gecorrigeerde  aantallen  levenden  uit  A. 


A.an  tallen 

Daaruit  volg. 

Verschillen  in  de  aantallen 

in 

<D 
OJ 

Levenden 

Dooden 

Sterftekans. 

Levenden  uit  kolom  A. 

fol-tn.  (21) 

A. 

B. 

C. 

D. 

A: 

A3 

3 

70842 

1488 

0.0210 

—  1488 

+  245 

4 

69354 

1243 

0.0179 

—  1243 

+  217 

—  28 

5 

68111 

1026 

0.0150 

—  1026 

—  29 

6 

67085 

838 

0.0124 

—  838 

+  188 

—  31 

7 

66247 

681 

0.0103 

+  157 

~  681 

—  28 

8 

65566 

552 

0.00842 

+  129 

—  29 

—  552 

9 

65014 

452 

0.00695 

+  100 

—  452 

10 

64562 

382 

0.00591 

11 

64180 

341 

0.00532 
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In  de  volgende  tabel  vindt  men  nu  in  kolom  A  de  onge- 
corrigeerde waarde  der  sterftekansen,  en  in  B  en  C  dezelfde 
waarden,  gecorrigeerd  respect,  volgens  de  graphische  methode 
en  volgens  de  methode  van  Woolhoase. 


STERFTEKANSEN. 

X. 

OngecoiT. 

Graph.  afr. 

Woolhouse. 

A. 

B. 

C. 

3 

0.0240 

0.0240 

0.0210 

4 

0.0175 

0.0175 

0.0179 

5 

0.0143 

0.0143 

0.0150 

6 

0.0117 

0.0116 

0.0124 

7 

0.00980 

0.00980 

0.0103 

8 

0.00803 

0.00800 

0.00842 

9 

0.00682 

0.00690 

0.00695 

10 

0.00620 

0.00615 

0.00591 

11 

0.00553 

0.00550 

0.00531 

12 

0.00502 

0.00500 

0.00494 

13 

0  0044-Q 

0  004fiS 

0  00477 

14 

0.00489 

0.00466 

0.00476 

15 

0.00490 

0.00487 

0.00513 

16 

0.00545 

0.00533 

0.00575 

17 

0.00633 

0.00625 

0.00651 

18 

0.00732 

0.00743 

0.00749 

19 

0.00829 

0.00878 

0.00841 

20 

0.01020 

0.00970 

0.00916 

21 

0.01004 

0.00982 

0.00965 

22 

0.00994 

0.00978 

0.00991 
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STERFTEKANSEN. 

Ongecorr. 

Graph.  afr. 

Woolhouse. 

A. 

B. 

C. 

23 

u.uuy  /  u 

24 

A  AAOQA 

25 

U.UUi:/Oü 

26 

0  00Q26 

A  AAO/1  Q 

27 

U.UU  t/Ov 

A  AAOQ  K 

28 

0  00Q27 

A  AAAOQ 

29 

30 

A  AAQQI 

31 

0  00RQ7 

A  AAQA^ 

32 

0  00QQ9 

A  AAQC;7 

33 

yj  ,\j  ±  uuo 

0  00Q79 

A  AAQQQ 

34 

AAI AOO 

U.UlUiiZ 

35 

0.01088 

0.01027 

0.01051  . 

36 

.  0.01132 

0.01064 

0.01088 

Q7 
O  / 

0.01089 

0.01103 

0.01132 

38 

0.01179 

0.01144 

0.01168 

39 

0.01213 

0.01192 

0.01201 

40 

0.01277 

0.01238 

0.01251 

Eene  vergelijking  der  kolommen  B  en  C  leert^,  dat  de 
waarden  der  sterftekansen  volgens  Woolhouse's  correctie  in 
de  meeste  gevallen  grooter  uitvallen  dan  die  uit  de  graphi- 
sche  afronding  verkregen ;  evenwel  zijn  de  verschillen  tus- 
schen  beiden  meestal  zeer  gering ;  de  grootste  afwijking  komt 
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voor  bij  X  =  20  met  een  verschil  van  0.00055^  zoodat  een 
tafel  met  de  aantallen  levenden  volgens  beide  kolommen  be- 
rekend onderling  weinig  zullen  verschillen  ;  de  reden  hier- 
van moet  gezocht  worden  in  de  vrij  groote  nauwkeurigheid 
der  oorspronkelijke  waarnemingen. 

Op  eene  andere  wijze  tracht  Fischer  (Grundzüge^  §  42)  uit 
de  waargenomen  sterftekansen  tot  de  gecorrigeerde  waarden 
te  geraken  door  gebruik  te  maken  van  de  graphische  afron- 
ding als  een  eerste  benadering  en  van  de  methode  der  klein- 
ste quadraten.  Laten  w^,  w^^  .  .  .  w^  ^  b.  v.  10  zulke  waar- 
nemingen zijn,  die  moeten  dienen  om  b.  v.  Wg  te  vinden  en 
a^,  a  ,  .  .  .cc^Q  de  fouten  in  w^,  w^,  •  .  .  Wj  zoodat,  als 
w'p  de  ware  sterftekans  voor  een  p-jarigen  is,  algemeen 

Wp  —  w  p  =  «p 
worden  nu  de  verschillen  tusschen  w'.,,  w\  .  .  .w'^^  met 
w'g  aangegeven  door  b^,  h^,  .  .  .h^^,  en  is  dus 

w'i  —  w\  =  bi 

w'io  —  w'g  =bi(), 
dan  gelden  de  volgende  vergelijkingen  : 
Wi  —  bj  —  w'g  =ai 
^2  —^2.  —  =^2 

Wg         —  w'g      =  ag 

^10  — ^10— w'e  =^10 
Voor  't  geval  dat  men  de  waarden  der  verschillende  b's 
kende,  zou  men  kunnen  opmaken  de  volgende  vergelijkingen : 
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(2) 

:  ( 

^10 

zooodat  ten  slotte  zou  verkregen  worden : 


(1) 


(2) 

—  w'   =a„   (22) 


10) 


(1)  (10) 

waarin  Wg  .  .  .w^    als  de  verscbillende  waarden  van  dezelfde 


grootheid  w'g  zonden  mogen  beschouwd  worden,  wier  arith- 
metisch  midden,  bij  gelijke  gewichten,  als  de  meest  waar- 
schijnlijke waarde  kan  genomen  worden.  Fischer  geeft  aan 
elk  echter  een  gewicht  gelijk  aan  den  vierkantswortel  uit 
het  aantal  levenden,  dat  op  eiken  leeftijd  aan  sterfte  is 
blootgesteld;  beter  ware  het  die  gewichten  te  berekenen 

vole^ens  de  door  Wittstein  sjeffeven  formule  p  =  —j^ — r 

ö  ö  O  w(l  —  W) 

(zie  //das  mathem.  Gesetz  der  menschl.  Sterblichkeit,//  §  4.) 
Om  nu  tot  de  kennis  der  b^s  te  komen,  wordt  de  graphi- 
sche  afronding  te  hulp  genomen  en  een  kromme  getrokken, 
die  de  lijn  der  sterftewaarschijnlijkheid  moet  voorstellen  en 
waaruit  zoo  goed  mogelijk  de  onregelmatigheden  zijn  geëli- 
mineerd; de  verschillen  in  de  ordinaten  van  deze  kromme 
worden  nu  beschouwd  als  de  waarden  van  de  b's,  die  daarna 

(1)  (10) 

veroorlooven  om  Wg  .  .  .  .  Wg  te  berekenen.  Mochten  de 
aldus  verkregen  sterftekansen  nog  geene  voldoende  regelma- 
tigheid vertoonen,   dan  zou  nogmaals  met  deze  verbeterde 
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waarden  dezelfde  berekening  kunnen  herhaald  worden.  Wil- 
lekeurig in  zekere  mate  blijft  hier  het  aantal  in  één  groep 
te  vereenigen  waarnemingen^  dat  vooral  op  jonge  en  hooge 
leeftijden  vooral  niet  te  groot  mag  zijn,  daar  de  sterftekan- 
sen dan  reeds  te  veel  gaan  verschillen;  Fischer  neemt  er 
gewoonlijk  10  bij  elkander. 

Ten  slotte  is  nog  eene  geheel  nieuwe  handelwijze  te  ver- 
melden, die  beter  dan  één  der  voorgaanden  vrij  spoedig  tot 
een  zeer  nauwkeurig  resultaat  zal  leiden.   In  eene  onlangs 
in  het  Wiskundig  Genootschap:  ,/Een  onvermoeide  Arbeid 
Fig-  5.  enz./'  gehouden  le- 


zing heeft  Prof.  A. 
J.  van  Pesch  eene 
nieuwe  methode 
voor  de  afronding 
van  sterftetafels  me- 
degedeeld,waardoor 
het  mogelijk  wordt 


niet  alleen  de  beste 
waarden  der  sterf- 

.   I       I       '       I       I  tekansen  te  verkrij- 

0        a'       O'  jp    a  X 

gen  met  inachtne- 
ming van  het  gewicht  van  elke  waarneming,  maar  tevens  de 
waarschijnlijke  fout  te  bepalen,  welke  in  elk  van  deze  voor- 
komt. In  ^tkort  komt  deze  afronding  op  het  volgende  neêr : 

Laat  y  =  a  +  bx  +  cx2  (23) 

eene  parabolische  kromme  van  den  tweeden  graad  zijn;  wor- 
den vier  ordinaten  D  P,  D'  F\  E  Q  er.  E'  Q'  getrokken,  die 
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tot   abscissen  hebben   +  h  en  +  2  h,  en  daarna  de  koorden 
•  DD'  en  E  E'^,   dan   loopen  deze  laatste  evenwijdig,  terwijl 
verder,  zooals  gemakkelijk  is  aan  te  toonen, 
AC  =  4.  AB. 

Is  de  kromme  van  den  derden  graad 

y  =  a  +  bx  +  cx2  +  dx^ 
en  trekt  men  dezelfde  ordinaten,  dan  loopen  de  genoemde 
koorden  niet  meer  evenwijdig,  hoewel  dezelfde  betrekking 
A  C  =  4.  A  B  blijft  bestaan.  Eerst  wanneer  de  kromme 
van  den  vierden  of  hoogeren  graad  wordt^  geldt  de  ge- 
noemde vergelijking  niet  meer,  maar  verandert  in 
AC-=4.  AB  +  12eh^. 

Om  over  de  waarde  van  dien  laatsten  term  te  oordeelen, 
kunnen   de  coëfficiënten  in  de  vergelijking  y  =  a  +  bx  + 
cx^  +  dx'^  +  ex*  berekend  worden  met  behulp  van  vijf 
waarnemingen ;  zoo  zal  men  b.v.  vinden  uit : 
W28  =  0,00935       W30  =  0,00932       W31  =  0,00938 
=  0,00930  W32  =  0,00950 

dat     a  =  0,00932       c  =  0.0000179    en    e  =  0,0000021 

b  =  0,000041  d  =  —  0,0000008 
waaruit  blijkt  dat  de  waarde  van  e  te  klein  is  om  van 
veel  invloed  te  kunnen  zijn.  Bepaalt  men  zich  dus  tot  eene 
kromme  van  den  derden  graad,  dan  geeft  de  uitdrukking 
AC  —  4.  A  B  aanleiding  tot  het  vinden  eener  gecorri- 
geerde waarde  voor  de  middelste  ordinaat.  Wil  men  bv. 
de  sterftekansen,  uit  waarnemingen  verkregen,  afronden,  dan 
kan  AO'  =  wo  gesteld  worden  en  de  beide  voorgaande  en 
volgende  respect.  w_2,  w_|,  w^^  en  w^^;  dan  volgt  uit 
de  figuur 
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0'B  =  1.  ^w^.^  +  w_^^  en  dus  A'B  =  0'B— 0'A=  |  (w^^^  +  w_^- 


en 


0'C  =    (|w_^2  +  ^-2)     en    AC  =  OC— OA=|||w  ^2  +  ^-2]- 


zoodat  uit  AC  =  4.  AB  volgt 


de  uit  deze  vergelijking  volgende  waarde  van  wo  gelijk 
w'o  stellende  ter  onderscheiding  van  de  waargenomen  waarde 
Wo,  vindt  men  de  uitdrukking 

die  aangeeft  op  welke  wijze  w'o  afhangt  van  de  beide 
onmiddelijk  voorgaande  en  volgende  waarden. 

Geheel  overeenkomstig  met  deze  afleiding,  zou  het  gebruik 
eener  kromme  van  den  vijfden  graad  tot  eene  andere  uit- 
drukking geleid  hebben,  die  het  verband  leerde  kennen 
tusschen  de  drie  aan  Wo  voorafgaande  en  de  daarop  volgende 
waarden.  Met  verwaarloozing  van  een  term,  die  zeker  van 
weinig  invloed  zal  zijn,  neemt  deze  betrekking  den  volgenden 
vorm  aan 

w'o  =  ^(^+1  +  ^-1)  +  (^+2  +  ^-2)  -(^  +  3  +  ^-3)  _  _  (25) 

De  meerdere  omslachtigheid  voor  de  berekening  bij  het  ge- 
bruik der  laatste  formule  (25),  gepaard  aan  de  voldoende 
nauwkeurigheid,  die  met  de  eerst  gevondene  (24)  te  berei- 
ken is,  leidt  er  toe  om  slechts  een  kromme  van  den  derden 
graad  te  bezigen  en  dus  voor  de  afgeronde  waarde  der  sterf- 
tekans te  nemen 

10 
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4  (w-fl  +  w— i)  —  (w  +  2  +  w— 2) 

Wo  =   g  

Behalve  deze  door  berekening  gevonden  waarde  is  Wo  ook 
nog  onmiddelijk  uit  de  waarneming  bekend,  zoodat  beide 
kunnen  gecombineerd  worden.  Hadden  zij  hetzelfde  gewicht, 
dan  ware  hun  arithmetisch  midden  de  beste  te  verkrijgen 
waarde;  is  dit  niet  het  geval,  dan  leert  de  waarschijnlijk- 
heids-rekening hoe  zulke  waarnemingen  moeten  gecombineerd 
worden.  Vooreerst  kunnen  de  waarschijnlijke  fouten  bere- 
kend worden  voor  iedere  waarneming  en  hieruit  de  gewich- 
ten, daar  deze  laatste  omgekeerd  evenredig  zijn  met  de 
vierkanten  dier  fouten.  Zijn  verder         ^— 1^  en  5  +  2 

de  waarschijnlijke  fouten  der  waarnemingen  w— 2,  w— i;,  Wo, 
w-i-i  en  w+2,  dan  zal  de  fout  cJ'o  in  de  bepaling 
4  (w-f  1  +  w— 1)  —  (w+2  +  w_2) 

Wo  =  g  

gevonden  worden  door  de  toepassing  van  eene  bekende  stel- 
ling uit  de  waarschijnlijkheids-rekening  en  wel  dat 

ro  =  1 X"  iQ^'+i  +     -i  +      +  ^ -2  (26) 

36 

Om  de  getallen-waarden  dier  fouten  te  berekenen  kan  ge- 
bruik gemaakt  worden  der  uitdrukking 


=  0,67451  /"  w(l-w)  ^27) 

waarin  w  de  waargenomen  sterftekans  en  L  de  waargeno- 
men aantallen  levenden  op  iederen  leeftijd  voorstellen;  de 
daardoor  verkregen  uitkomsten  vertoonen  (voor  de  sterfte- 
tafel  Yla  voor  mannen)  onderling  zeer  geringe  verschillen 
en  zijn  zelfs  van  20 — 30-jarigen  leeftijd  geheel  aan  elkan- 
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der  gelijk.  Stelt  men  dus  in  (26)  ^_2=^— l=c>Vl=^+2=cJo , 
dan  neemt  ze  dezen  vorm  aan 


ro  =  ^ol/"i7 


18 

of  do  :  ö'o  =  Vl8  :  1/17 

en  daar  nu  de  gewichten  omgekeerd  evenredig  zijn  met  de 
vierkanten  der  waarschijnlijke  fouten^  heeft  men,  als  p  en 
p'  die  gewichten  voorstellen 

p  :  p  =r"o  :  8^0  =  11  :  18, 
waaruit  volgt  dat  de  beste  combinatie  verkregen  zal  wor- 
den door  18  waarnemingen  van  de  ééne  samen  te  nemen  met 
17  van  de  tweede;  noemt  men  dus  ten  slotte  w''o  de  gecor- 
rigeerde waarde  van  Wo,  dan  neemt  de  formule  ter  bereke- 
ning van  w"o  deze  gedaante  aan 

18  wo  +  17w'o  /QQN 
^^«  =  35  ^^^^ 

Van  deze  formulen  voor  de  afronding  door  berekening  heb- 
ben wij  gebruik  gemaakt  om  dezelfde  sterftetaf(d  VI^  voor 
Mannen  te  corrigeeren,  waarvan  bij  de  methode  van  Wool- 
house  is  melding  gemaakt,  ten  einde,  daar  deze  ook  langs 
graphischen  weg  was  afgerond,  eene  vergelijking  tusschen 
beiden  mogelijk  te  maken.  De  oorspronkelijke  waarnemin- 
gen werden  allereerst  gebezigd  voor  de  berekening  der 
waarschijnlijke  fouten  in  de  sterftekansen  voor  eiken  leeftijd 
(volgens  form.  27);  men  vindt  deze  in  de  hierachter  gedrukte 
Tabel  A,  kolom  V  opgegeven,  waaruit  blijkt,  dat  elke  5  a 
6  op  elkander  volgende  waarden  nagenoeg  gelijk  zijn;  in 
kolom  II  zijn  de  gewichten  opgeteekend,  waarvan  het  grootste 
=  100  gesteld  is.  Uit  de  waargenomen  sterftekansen  werd 


148 


nu  volgens  form.  (24)  eene  reeks  getallen  afgeleid,  die  met 
de  eersten  gecombineerd  werden  op  de  wijze  door  form.  (28) 
aangegeven:  het  resultaat  daarvan  komt  in  kolom  lïï  voor, 
naast  welke  in  kolom  IV  gevoegd  zijn  de  uitkomsten  door 
de  graphisclie  afronding  verkregen;  in  de  laatste  kolom  VI 
komen  nog  de  waarschijnlijke  fouten  voor  in  de  waarden 
der  sterftekansen  uit  kolom  III . 

Een  onderzoek  der  getallen  uit  de  kolommen  III  en  IV  leert, 
dat  de  resultaten  langs  de  beide  verschillende  wegen  verkregen, 
zoowel  onderling  als  met  de  oorspronkelijke  waarnemingen 
meestal  zeer  geringe  verschillen  vertoonen.  Om  dit  duidelijker 
in  ^t  oog  te  doen  vallen,  is  voor  eene  gedeelte  eene  graphische 
voorstelling  gemaakt  (Zie  Plaat  II)  en  wel  daar,  waar  van 
18  tot  40-jarigen  leeftijd  de  kromme  snelle  veranderingen 
ondergaat;  elke  4  niM.  van  de  ordinaten  is  daarin  0,0001 
van  de  sterftekans.  Zooals  de  verklaring  aangeeft,  wijst 
de  gestippelde  lijn  op  de  kromme  der  graphische  afronding, 
de  doorgetrokken  lijn  verbindt  de  waargenomen  sterftekan- 
sen, terwijl  de  afwisselend  gestippelde  en  gestreepte  lijn  de 
door  berekening  gevonden  waarden  vereenigt.  Deze  laatste 
vertoont  reeds  een  zeer  regelmatig  beloop ;  wel  komt  bij  den 
leeftijd  30  eene  betrekkelijk  groote  afwijking  voor,  afkom- 
stig van  de  foutieve  waarneming  voor  x  =  31,  waar 
wx  =  0.00897  werd  gevonden,  terwijl  de  voorgaande  en 
volgende  waarden  0.00943  en  0.00992  zijn;  maar  toch 
is  die  daling  slechts  schijnbaar  groot  door  de  groote 
schaal,  waarop  de  figuur  geconstrueerd  is ;  bovendien  zal 
de  invloed  op  het  aantal  levenden  zeer  gering  zijn,  en 
kunnen    zulke    geïsoleerde    foute    waarnemingen  gemak- 
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kelijk  geëlimineerd  worden.  Een  verder  onderzoek  der 
kromme  lijnen  leert  nog,  dat  de  grapliische  afronding 
van  14 — 50  jarigen  leeftijd  kleinere  waarden  der  sterfte- 
kansen geeft,  dan  die  welke  door  berekening  gevonden 
zijn,  met  uitzondering  der  periode  van  26  —  31  jaren  en 
één  enkele  meer;  na  den  leeftijd  van  50  worden  de  eerste 
onafgebroken  hooger.  Ten  slotte  is  nog  nagegaan,  welke 
verschillen  in  de  aantallen  levenden  voorkomen,  wanneer  uit 
de  sterftekansen,  volgens  beide  afrondingen  verkregen,  het 
aantal  overlevenden  op  eiken  leeftijd  berekend  wordt.  Daar- 
toe is  in  Tabel  B  opgegeven,  hoeveel  van  100.000  levend 
geborenen  op  eiken  ouderdom  overblijven,  in  kolom  I  de 
waargenomen  levenden,  in  II  de  berekende  aantallen  volgens 
de  sterftekansen  uit  kolom  III  van  Tabel  A,  en  in  III  uit 
de  sterftekansen  van  de  graphische  afronding  (Zie  Rapport, 
Bijlage  II).  Zeer  duidelijk  valt  hier  in  't  oog  hoe  gering 
de  verschillen  tusschen  de  drie  aantallen  levenden  op  eiken 
ouderdom  zijn  en  welke  groote  nauwkeurigheid  de  oorspron- 
kelijke waarnemingen  reeds  hadden. 

Van  al  de  genoemde  methoden  voor  de  afronding  van 
sterftetafels  is  de  laatst  vermelde  zeker  degene,  die  om  vele 
redenen  de  voorkeur  verdient  boven  elke  andere;  vooreerst 
vervalt  de  willekeurigheid,  die  bij  allen  is  waar  te  nemen, 
omdat  de  waarnemingen  elk  met  haar  eigen  gewicht  ge- 
combineerd worden,  en  staat  zij  in  dit  opzicht  ook  boven 
de  graphische  afronding;  immers  deze  vereischt  vooral  eene 
groote  geoefendheid  in  de  behandeling  van  kromme  lijnen 
en  is  oorzaak,  dat  dikwijls  de  gecorrigeerde  kromme  in  haar 
geheel  te  hoog  of  te  laag  genomen  wordt. 
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Maar  daarenboven  bieden  de  gemakkelijkheid  en  de  wei- 
nige omslag  der  berekeningen^  gepaard  aan  eene  groote 
nauwkeurigheid^  die  te  bereiken  is,  voordeelen  aan,  welke 
te  vergeefs  bij  een  der  andere  methoden  te  zoeken  zijn. 
Ongetwijfeld  zullen  de  nieuwe  nog  te  verschijnen  algemeene 
tafels  uit  de  periode  1870 — 1880  volgens  deze  wijze  van 
afronding  gecorrigeerd  en  opgemaakt  uit  betere  waarnemin- 
gen, dan  tot  vóór  1870  verkregen,  voor  de  beste  kunnen 
gehouden  worden,  die  tot  nu  toe  zijn  opgemaakt. 


Sterfiewaarschijnlijkheden,   ongecorrigeera   {T),  gecorrigeerd 
door  berekening  (III)  en  door  graphische  afronding  iJN) ; 
benevens  de  gewichten  (II)  en  de  waarschijnlijke 
fouten  (Y)  en  (YI). 


1     STERFTEWAARSCHIJNLIJKH  EID. 

Waarschijnlijke  fouten 

LEEFTIJi; 

Niet -afge- 

Gewicht 

Afgerond  door 

in  de  waarde  van 

rond. 

V' 

\ 

berekening 

graph. 
methode 

kolom  I. 

kolom  III. 

I. 

II. 

III. 

lY. 

y. 

YI. 

5 

0.0143 

34 

0.0140 

0.0143 

0.00031 

6 

0.0117 

41 

0.0118 

0.0116 

0.00028 

1 

7 

0  00981 

48 

0.00972 

0.00980 

0.00026 

0.00018 

■8 

0  00803 

58 

0.00806 

0.00800 

0.00024 

0.00017 

9 

0  00682 

68 

0.00687 

0.00690 

0.00022 

0.00016 

10 

0  00620 

74 

0.00613 

0.00615 

0.00021 

0.00015 

11 

0  00558 

82 

0.00556 

0.00550 

0.00020 

0.00014 

12 

0.00502 

90 

0.00493 

0.00500 

0.00019 

0.00013 

13 

0.00449 

100 

0  00467 

0.00468 

0.00018 

0.00013 

14 

0.00489 

91 

0.00470 

0.00466 

0.00019 

0.00013 

15 

0.00490 

91 

0.00499 

0.00487 

0.00019 

0.00014 

16 

0.00545 

81 

0.09545 

0.00533 

0.00020 

0.00014 

17 

0.00633 

70 

0.00632 

0.00625 

0.00021 

0.00015 

18 

0.00732 

60 

0.00723 

0.00743 

0.00023 

0.00016 

19 

0.00829 

53 

0.00861 

0.00878 

0.00025 

0.00017 

20 

0.01020 

42 

0.00978 

0.00970 

0.00027 

0.00018 

21 

0.01004 

43 

0.01023 

0.00982 

0.00027 

0.00019 
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STERFTEWAA.RSCHIJNLIJKHRID. 

VVaarscnijn 

ijke  routen 

LEEFTIJI 

Niet-afge- 

Gewicht 

Afgerond  door 

in  de  waa 

rde  van 

rond. 

P- 

berekening 

graph 
methode 

kolom  I. 

kolom  III. 

I. 

II. 

III. 

IV. 

y. 

VI. 

22 

0.00994 

43 

0.00986 

0.00978 

0  00027 

0  00019 

\j  *  yj  \j  yj  JL 

23 

0.00962 

44 

0.00972 

0.00970 

0  00027 

0  00019 

24 

0.00973 

43 

0.00969 

0.00964 

0  00027 

0  00019 

yj  »  yj  yj  \y  j~  KJ 

25 

0.00967 

43 

0.00957 

0.00955 

0  00027 

O.OOOlg 

26 

0.00926 

44 

0.00943 

0.00948 

0  00027 

0.00019 

27 

0.00950 

43 

0.00933 

0.00940 

0  00027 

0.00019 

28 

0.00927 

43 

0.00929 

0.00935 

0.00027 

0  00019 

\j  *  yj  yj  yy  ^  t-' 

29 

0.00916 

43 

0.00927 

0.00930 

0  00027 

0.00019 

30 

0.00943 

42 

0.00917 

0.00932 

0  00028 

0  00019 

31 

0.00897  43 

0.00932 

0.00938 

0  00027 

0  00019 

\j  *  yj  yj  yj 

32 

0.00992 

39 

0.00972 

0.00950 

0  00028 

0  00020 

yy  »  \j  yj  y~/  vy 

33 

0.01003  38 

0.00983 

0.00972 

0  00029 

yj  »  yj  yj  \j  ^  fj 

0  00020 

vy  •  vy  w  vy  *^  ^y 

34 

0.00948 

40 

0.00992 

0.00995 

0  00028 

0  00020 

yj  •  yj  yj  yj 

35 

0.010881  34 

0.01064 

0.01027 

0  00030 

\j  •  \j  \j  \j  yj 

0.00021 

36 

0.01132 

33 

0.01115 

0.01064 

0.00031 

0.00021 

37 

0.01089 

34 

0.01122 

0.01103 

0  00031 

0.00022 

38 

0.01179 

31 

0.01156 

0.01144 

i  0.00032 

0.00022 

39 

0.01213 

30 

0.01229 

0.01192 

0  00033 

0.00023 

40 

0.01277 

28 

0.01252 

0.01238 

0.00034 

0.00024 

41 

0.01260 

28 

0.01291 

0.01294 

0  000R4 

yj  .\j\j\jo'± 

0  00024 

42 

0.01359 

25 

0.01334 

0.01350 

0.00035 

0.00024 

43 

0.01393 

1  25 

0.01407 

0.01407 

0.00036 

0.00025 

44 

0.01493 

'  23 

0.01505 

0.01468 

0.00037 

0.00026 
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M 

STERFTEWAARSCHIJNLIJKHEID. 

Waarschijnlijke  fouten 

LEEFTIJI 

Niet-afge- 

Gewicht 

Afgerond  door 

in  de  waarde  van 

rond. 

P- 

berekening 

•graph. 
methode 

kolom  I. 

kolom  III. 

I. 

II. 

III. 

lY. 

Y. 

YI. 

45 

0.01614 

21 

0.01573 

0.01532 

0.00039 

0.00027 

46 

0.01569 

21 

0.01609 

0.01600 

0.00039 

0.00028 

47 

0.01674 

19 

0.01659 

0.01668 

0.00041 

0.00028 

48 

0.01752 

18 

0.01745 

0.01741 

0.00042 

0.00029 

49 

0.01808 

17 

0.01835 

0.01820 

0.00043 

0.00030 

50 

0.01936 

16 

0.01873 

0.01907 

0.00045 

0.00031 

51 

0.01895 

16 

0.01997 

0.02005 

0.00045 

0.00032 

52 

0.02217 

13 

0.02105 

0.02108 

0.00049 

0.00033 

53 

0.02174 

13 

0.02265 

0.02227 

0.00049 

0.00035 

54 

0.02416 

12 

0.02346 

0.02360 

0.00052 

0.00035 

55 

0.02463 

11 

0.02519 

0.02510 

0.00053 

0.00037 

56 

0.02691 

10 

0.02634 

0.02678 

0.00056 

0.00039 

57 

0.02780 

9 

0.02857 

0.02848 

0.00058 

0.00040 

58 

0.03094 

8 

0.02984 

0.03018 

0.00062 

0.00042 

59 

0.03049 

8 

0.03167 

0.03200 

0.00063 

0.00044 

60 

0.03416 

7 

0.03315 

0.03395 

0.00066 

0.00046 

61 

0.03506 

6 

0.03603 

0.03610 

0.00069 

0.00048 

62 

0.03868 

6 

0.03863 

0.03865 

0.00074 

0.00051 

63 

0.04253 

5 

0.04211 

0.04155 

0.00079 

0.00054 

64 

0.04467 

4 

0.04503 

0.04460 

0.00083 

0.00058 

65 

0.04812 

4 

9.04798 

0.04810 

0.00088 

0.00061 

66 

0.0514 

3 

0.05123 

0.0514 

0.00090 

0.0006 

67 

0.0547 

3 

0.05516 

0.0551 

0.00100 

0.0007 
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LEEFTIJD  X. 

STERFTEWAzVRSCHIJNLIJKHEID. 

Waarschijnlijke  fouten 
in  de  waarde  van 

Niet-afge- 
rond. 

Gewicht 
P- 

Afgerond  door 

berekening 

graph. 
methode 

kolom  I. 

kolom  III. 

I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

68 

0.0599 

3 

0.0590 

0.0595 

0.00110 

0.0008 

69 

0.0633 

2 

0.0651 

0.0643 

0.00110 

0.0008 

70 

0.0720 

2 

0.0693 

0.0695 

0.0012 

0.0008 

71 

0.0715 

0.0751 

0.0755 

0.0013 

0.0010 

72 

0.0842 

0.0874 

0.0820 

0.0014 

0.0011 

73 

0.0885 

0.0898 

0.0885 

0.0015 

0.0012 

74 

0.0965 

0.0962 

0.0955 

0.0016 

0.0013 

75 

0.1039 

0.1035 

0.1026 

0.0018 

0.0014 

76 

0.1101 

0 

0.1105 

0.1105 

0.0019 

0.0018 

77 

0.1189 

0 

0.1193 

0.1195 

0.0021 

0.0019 

78 

0.1296 

0 

0.1272 

0.1285 

0.0023 

0.0019 

79 

0.1360 

0 

0.1414 

0.1395 

0.0026 

0.0020 

80 

0.1607 

0 

0.1537 

0.1495 

0.0030 

0.0020 

81 

0.1595 

0 

0.1641 

0.1610 

0.0032 

0.0023 

82 

0.1741 

0 

0.1724 

0.1745 

0.0036 

0.0026 

83 

0.1886 

0 

0.1915 

0.1870 

0.0041 

0.0029 

84 

0.2083 

0 

0.2007 

0.2005 

0.0047 

0.0036 

85 

0.2031 

0 

0.2126 

0.2140 

0.0053 

0.0038 

86 

0.2367 

0 

0.2333 

0.2295 

0.0063 

0.0044 

87 

0.2551 

0 

0.2499 

0.2450 

0.0074 

0.0051 

88 

0.2468 

0 

0.2518 

0.2620 

0.0084 

0.0060 

89 

0.2642 

0 

90 

0.2970 

0 

Aantal  levenden   op   lederen   leeftijd  uit  100.000 
levend-geborenen 


LEEFTIJD. 

I.  Ougecorrige  erd. 
I. 

II.  Door  berekening. 
II. 

III.    Door  graphische 
afronding    der  waarge- 
nomen steftekansen. 

III. 

0 

100  000 

1 00  000 

J.  \J  \J  •  \J  \J  \J 

100.000 

1 

78840 

78840 

78840 

2 

73524 

73526 

73526 

3 

70842 

70842 

•70842 

4 

69138 

69142 

69142 

5 

67928 

67932 

67932 

6 

66936 

\J  \J  KJ  ^  \J 

66981 

66961 

7 

66176 

66191 

66184 

8 

65527 

65548 

65535 

9 

65001 

65020 

65011 

10 

64558 

64573 

64562 

11 

64158 

64177 

64165 

12 

63803 

63820 

63812 

13 

63483 

63505 

63493 

14 

63198 

63209 

63196 

15 

62889 

62912 

62902 

16 

62581 

62598 

62596 

17 

62240 

62257 

62262 

18 

61846 

61864 

61873 

EFT 
19 

20 
21 

22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
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Ongecorrigeerd. 
I. 

61393 
60884 
60263 
59658 
59065 
58497 
57928 
57368 
56837 
56297 
55775 
55264 
54743 
54252 
53714 
53175 
52671 
52098 
51508 
50947 
50346 
49735 
49100 
48481 
47882 


II.  Door  berekening. 
11. 

61417 

60888 
60292 
59675 
59087 
58513 
57946 
57391 
56850 
56320 
55797 
55280 
54773 
54262 
53735 
53207 
52680 
52120 
51539 
50961 
50872 
49753 
49130 
48496 
47849 


111.  Door  grapliisclie 
afronding    der  waarge- 
nomen sterftekansen. 

III. 

61413 
60874 
60284 
59692 
59108 
58535 
57971 
57417 
56873 
56338 
55811 
55292 
54777 
54263 
53748 
53226 
52696 
52155 
51600 
51031 
50447 
49846 
49229 
48592 
47936 


44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
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Ongecorrigeerd. 

11.  Door  berekening. 

III.  Door  grapiiische 
afronding  der  waarge 
nomen  sterftekansen. 

I. 

II. 

III. 

47155 

47176 

47262 

46451 

46466 

46568 

45701 

45735 

45855 

44984 

44999 

45121 

44231 

44253 

44368 

43456 

43481 

43596 

42672 

42685 

i  c\r>r\  A 

42804 

41846 

41885 

41988 

41053 

41048 

41146 

40143 

40184 

40279 

39270 

39274 

39382 

38321 

38353 

38453 

37377 

O  r7  O  O  r? 

37387 

37488 

36371 

36402 

36484 

35360 

35362 

3o445 

O  ,<  r»  /"» 

o426o 

34307 

34375 

33220 

33275 

o2UöO 

32119 

32145 

o09d7 

30962 

30985 

29763 

29766 

29787 

28497 

28513 

28549 

27224 

27232 

27276 

25914 

25926 

25964 

24581 

24598 

24629 

23237 

23241 

23272 
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LEEFTIJD. 

I.  Ongecorrigeerd. 

II.  Door  bei-ekening. 

III.    Door  graphische 
afronding   der  waarge- 
nomen sterftekansen. 

I. 

II. 

III. 

U  «7 

21845 

21870 

91  99,7 

70 

20463 

20446 

^  U  TC  0  V 

71 

18990 

19029 

1  00^7 

79 

1  7682 

1 7600 

1  7(\^  9 

i  1  Oio 

7^ 

16147 

16167 

1  f\1  7^ 

74- 

14718 

14716 

1  4-74-9 

7r» 

13298 

13300 

7fi 

11916 

11924 

1 1  Q66 

77 

10604 

10606 

1  Ofi44 

79, 

9343 

9341 

0^79 

7Q 

8132 

8153 

9A  ^9 
0  ±  uo 

OU 

7026 

7000 

709Q 

O  ± 

5897 

5924 

^Q78 

Ö9 

4-Q5fi 

4952 

ÖUIO 

QQ 
OC) 

4-0Q8 

4098 

4141 

o4 

3313 

OO 

2648 

85 

2116 

87 

1599 

1599 

1630 

88 

1191 

1200 

1231 

89 

897 

898 

908 

TABEI.  C. 


Sterfieiafe/  voigens  Kersseboom. 


Leeftijd. 

Levenden. 

Dooden 

Leeftijd. 

Levenden. 

Dooden. 

0 

1400 

275 

23 

792 

9 

1 

1125 

50 

24 

783 

11 

2 

1075 

45 

25 

772 

12 

3 

1030 

37 

26 

760 

13 

4 

993 

29 

27 

747 

12 

5 

964 

17 

28 

735 

12 

6 

947 

17 

29 

723 

12 

7 

930 

17 

30 

711 

12 

8 

913 

9 

31 

699 

12 

9 

904 

9 

32 

687 

12 

10 

895 

9 

33 

675 

10 

11 

886 

8 

34 

665 

10 

12 

878 

8 

35 

655 

10 

13 

870 

7 

36 

645 

10 

14 

863 

7 

37 

635 

10 

15 

856 

7 

38 

625 

10 

16 

849 

7 

39 

615 

10 

17 

842 

40 

605 

9 

18 

835 

9 

41 

596 

9 

19 

826 

9 

42 

587 

9 

20 

817 

9 

43 

578 

9 

21 

808 

8 

44 

569 

9 

22 

800 

8 

45 

560 

10 

160 


Leeftijd. 

Levenden. 

Dooden. 

Leeftijd. 

Levenden. 

Dooden. 

1  0 

71 

<  X 

981 

1  4- 

4-7 

10 

72 

21  7 

1  4- 

X 

5R0 

<J  O 

1  2 

78 

208 

^4r 

X  TC 

51  R 

11 

74 

1 8Q 

X  O  t7 

14 

Xrr 

507 

12 

75 

1  75 

X  1  c 

1  5 

X 

4-Q5 

13 

76 

160 

15 

52 

4-82 

12 

77 

145 

1  5 

X  tj 

5ri 

4-70 

TC  1  U 

1  2 

X 

78 

130 

1  5 

X  c 

54 

458 

12 

79 

115 

15 

55 

446 

12 

80 

100 

13 

56 

484 

13 

81 

87 

12 

57 

421 

13 

82 

75 

11 

58 

408 

13 

83 

64 

9 

5Q 

395 

13 

X  c 

84 

55 

10 

uv 

382 

18 

X 

85 

45 

9 

61 

369 

13 

86 

36 

8 

62 

356 

1  8 

X  c 

87 

28 

7 

63 

343 

14 

88 

21 

6 

64 

329 

14 

X 

89 

15 

5 

65 

815 

14 

Xt: 

90 

10 

3 

66 

801 

14 

Xt: 

01 

fj  X 

7 

2 

57 

287 

14 

K 
O 

O 

ó 

68 

273 

14 

93 

3 

1 

69 

259 

14 

94 

2 

1 

70 

1  245 

14 

95 

1 

1 

AANHANG. 


1  en  II  op  bladz.  15.  Bij  liet  vermelden  der  sterftetafels 
uit  Saksen  en  België  was  het  mijn  voornemen  om  ook  de 
later  verschenen  nieuwe  tafels  volledig  te  vermelden.  Tot 
mijn  spijt  echter  ben  ik  door  omstandigheden  niet  in  staat 
geweest  deze  geheel  naar  wensch  te  vervolgen. 


u 


STELLINGEN. 


i. 

Bij  cle  afronding  van  sterftetafels  door  berekening  is  elke 
methode  te  vei^werpen^  waarbij  niet  gelet  wordt  op  het  ge- 
wicht van  ieder  der  waarnemingen. 

11. 

Het  aannemen  eener  sterfteformule  voor  de  afronding  van 
sterftetafels  is  af  te  keuren. 


IIL 


Ten  onrechte  beweert  Dornioy,  dat  de  algemeene  sterfte- 
tafels niet  dezelfde  waarde  bezitten  als  de  bijzondere. 

(Dormoy,  Th.  mathém.  des  Ass.  sur  la  vie^  I  §  95.) 
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lY. 

De  uitdrukking  door  Wittstein  gegeven  voor  de  bepaling 
der  middelbare  fout  van  e '  in  de  formule 

(a  +  2b  +  3c  +  4d  +  5e  +  4f  +  Sb  +  2k  +  i)  :  25 
is  onjuist. 

(Wittstein,  Matbem.  Statistik,  1867,  bi.  31). 
V. 

De  regel  van  Serret  omtrent  de  convexiteit  en  concaviteit 
van  kromme  lijnen  gaat  niet  algemeen  door. 

(Cours  du  calcul  différ.  I  bl.  252.) 

YL 

De  bepaling  van  differentiaal  als  grootheid  kleiner  dan 
elke  te  geven  grootheid  is  niet  geoorloofd,  daar  zulk  eene 
bepaling  tegen  zichzelf  strijdt. 

YII. 

Alleen  door  de  meetkunstige  beteekenis  der  herleidingen 
van  complexe  vormen  komt  men  tot  een  goede  beschouwing 
der  dubbel  periodieke  functiën. 

YIII. 

De  hypothese  van  Lockeyer  ter  verklaring  van  het  avondrood 
gedurende  de  laatste  maanden  van  1883  is  niet  vol  te  houden. 
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IX. 


Het  stillen  der  golven  door  olie  wordt  door  van  der  Mens- 
brngglie  niet  voldoende  verklaard. 


X. 

De  verschijnselen  door  Bunsen  waargenomen  bij  de  ver- 
dichting van  koolzuur  op  glas  waren  geen  absorptiever- 
schijnselen. 

(Pogg.  Ann.  XX.  1883.) 

IX. 

De  waarde  der  elasticiteits-coefficient  door  trillingen  ver- 
dient meer  vertrouwen,  dan  die  door  uitrekking  of  buiging 
verkregen. 

XII. 

De  kleur  van  een  lichaam,  dat  homogeèn  licht  uitstraalt, 
zal  veranderen,  wanneer  het  nadert  of  zich  verwijdert  met 
eene  snelheid,  die  vergeleken  kan  worden  met  die  van 
het  licht. 


XIII. 


Het  is  wenschelijk  het  magnetisme  gelijktijdig  te  behan- 
delen met  de  galvanische  electriciteit. 
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XIV. 

De  formule  van  Clausius 

|p  +  T(y  +  b)M  ^^~^)  =  ^^ 
heeft  geen  theoretische  waarde. 

XV. 

Bij  het  onderwijs  in  de  Kennis  der  Natuur  aan  Hoogere 
Burgerscholen  met  3 -jarigen  cursus  moet  de  Plantkunde 
meer  op  den  voorgrond  treden  dan  de  Dierkunde. 


Plaat  1 


PLAAT  I. 


Lijnen  van  sterfte-waarschijnlijkheid. 

A.  Kromme  E.  Tafel  der  20  Engelsclie  Maatscliappijen 

//        R.     //     uit  liet  //Rapport  aan  den  Koning/' 

(Mannen). 
,/        K.  Tafel  van  Kersseboom. 
1/        Z.     //     van    War  gen  tin   (Zweedsche  Tafel, 

Mannen). 
„        H.  Tafel  van  Halley. 

B.  Kromme  E.  Tafel  der  20  Engelsche  Maatsch.  H^. 

,/        Ra.     //     uit  liet  //Rapport  aan  den  Koning^' 

(Mannen). 
//        Ro.  Rotterdamsche  Tafel. 


PLAAT  II. 


Lijnen  van  Sterfte-waarscliijnlijkheid. 

Sterftekansen,  afgeleid  uit  de  Sterftetafel  van  het: 
//Rapport  aan  den  Koning/^  (Mannen. j 

—   Sterftekansen,  ongecorrigeerd. 

 .   //  afgerond  door  berekening 

  //  afgerond    langs  graph 

sclien  weg. 


Plaat  II 


i 


I 
i 


